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������ ���� M �� � ����		��	 ��	����� �	� f : M → R �� � ������ ��	����	�
� ��� ��� ����� ��� �� � ������ ��	����	 g : M → R ���� ����

��� ‖∇f‖ = ‖∇g‖ �	� 〈∇f,∇g〉 = 0.

�	 ���� ��� � ����� ��� ���� f �	� g �� ��	!�"�� ��	����	�� ������ M �� 2#
���	���	��� �� f ��� � ��	!�"�� ��	 f �� �����	��� $������ �� ��	%�� �� ���&
�����	�� ��	����	� ����� ��	!�"���� � ��� ��� ���� ����	� ��� ��	������ ��
���	���	 � 3� �� ��� ��� '���� � ������� ��(�	���� )�����	 ���� �����������
���� f ���� ����� � ��	!�"��* �	 ���� ������ � ����� ���+���� � ���	� ����
������� ��(�	���� �	)������ �	� �	 ��� M �� 3#���	���	�� � ����� ���� �������
��(�	���� )�����	 ���� ���� + �����,� +� � ��	����	 f �	 ���� ���� �� ����� �
��	!�"��� -�� ,	�� ��� ��� �� 	�� �����	�� �� �� ,	� ������ ��(�	���� )�����	�
�����������	" ���� ��	����	�� .�� �	�	��	��� ��(�	���� )�����	� ������ ���%��
� 	������ ��	�������� �	%����	� "	���������	 �� �����	�� ��	����	 �� ���	���	�
"���� ���	 2�

-	 ����%����	 ��� �� ��	�����	 ��� ���� ���� �� ����� �� �����	�� ���#
������ /�0� 1 �����	" F : M → N +��	 ����		��	 ��	������ �� ���� �� + �
�����	�� �������� �� �	� �	�� �� �����	�� ��	����	� ������� �,	� �	 N ���� +���
+� F �� �����	�� ��	����	� ������� �,	� �	 M � .� 2��� ,+�����	 S3 → S2 �� �
�����	�� ��������� �� �� ���"� ��	����� �� R

2 �	� � ���� F = (f, g) �� �� ����
���� ��� �� f �	� g ������ + �����	�� ���	� �� ��3���	�� ��	����	� �	 R

2 ��
�����	���� .� ���� ��	�����	 ���� F + � �����	�� �������� �	 ���� ��� ���
���%� +� 4���+� �	 �565� �� �� ���� �� �� �������� 	������ �� ������ ���� ��	�����	
��	 �	 	����� ���� �� �� ��	�������� �	%����	� ������ +�	" �����	�� �� �	��
��	�������� �	%����	� �	 ���	���	 2�� .� ��	�����	 ��� �	 F = (f, g) ���� ���
� "��� "������ �	���������	� 1� ���	�� ��� F �� � ��+�����	 �� ���� ����
��� ���%���% dF �� ��	������ �	 �� ��+���� �����"�	�� �� ��� 	��� ����& F ��
�����	������ ���� ������� �� ������� ����7�	����� ��	��������

�� �������

2� �� ��� '����� �� ����� F = (f, g) �	 R
3 \ x1#�'�� 	!���	" ���&8

���� f = x1
2 − x2

2 − x3
2 g = 2x1

√
x2

2 + x3
2,

���� f = x2
x1

2 + x2
2 + x3

2

x2
2 + x3

2
g = x3

x1
2 + x2

2 + x3
2

x2
2 + x3

2
,

���� ����� �� �	 
	�� ��� �	� 	 �����	 � �� ���� �� ��������� ���������

���



��� ���	 
��� �� ������	 �������

�
�� f =
(1− ‖x‖2/2)x2 +

√
2x1x3

x2
2 + x3

2
g =

(1− ‖x‖2/2)x3 +
√

2x1x2

x2
2 + x3

2
.

.��� ���� �	 �� �� 2��� ,+�����	 ��	�������� �����	"� ���	" ����"������ ��3�#
��	���& R

3 ↪→ S3 → S2 ←↩ R
2� �	 	�	 �� ��� '����� �� f �����	�� ������

�� �� ����	 +� 1+�+�� ����� �	� �������� /�0 ���� �� f �	� g �� ����	����� �	�
��	!�"�� �	 R

n ��� �	� n � 3 ��	 ��� ���� + �����	����
�	 ���� ������ � ����� ���� ��� '���� ���� 	���� ��

�9� f = x1x2x3 	�� f = x3
1 + x3

2 + x3
3

�	 R
3 ����� � ��	!�"�� %	 ��������

�� � ����������� ����	�����

.� ,��� ��	����	 f �� �9� ��� + ���� ���� +� � ��(�	���� �	)������ ����
���� + �����,� �	 ��� f ����� � ��	!�"��� .� '���� ���� �	)������ �� �� ����

fi = ∇if fij = ∇i∇jf �	� �� �	,

��� ∇i �� �� ����� ��		����	 ��� !��� ��3���	�� ���%���% �	 R
n�� 1��� �� ��

:���� �	� ����; �	���� ���� �� ����� �	 �� ����� ������	 �	� ���� � �����
�	�' �� �	�� � ��� �%� ���� �	�'� .��� f i

i = Δf �� �� $�������	 �	�
f igi = 〈∇f,∇g〉� <�%	 � ������ ��	����	 f �	 � ������ n#��	����� M  ��

�=� X ≡ (n− 2)[2fi
jfjf

ikfk − f ifif
jkfjk] + f ifi(f j

j)2.

������� � ������ f �� � ������ ��	����	 �,	� �	 � ����		��	 n#��	������
�� f ������ � ��	!�"�� ��	 �� �����,� �� ������� ��(�	���� �	)������ X � 0�

����� $� �� ������ ���� f ������ � ��	!�"�� g �	� �� �� ���� ωi ≡ ∇ig 	���	"
���� ωij = ∇iωj �� �������� �	 ��� �	����� .� )�����	� ��� +���

�6� f jωj = 0 �	� ωjωj = f jfj.

>�(�	�����	" �"��	 � ,	�

�?� f ijωj + ωijfj = 0 �	� ωijωj = f ijfj.

@��	" ���� ωij �� �������� � ��	���� ����

�A� f ijωiωj + f ijfifj = 0.

� 	�� �"��� �6� �	� �A� �� ��"+���� )�����	� �	 �� 1#���� ωi �	� ����� ����
X � 0 �� � 	������ ��	�����	� �	 fi �	� fij �	 ���� �� ,	� � �������	 ωi� B����	�� 
���� ���� ������ �� ������

��� fi %�	���� X ���� %�	����� � ��� ������ ������ � �� �� � ���	�
��� fi 
= 0 �	� � �� �)���� �� ���� ���� X � 0 ���� � ��� �� ���� �	 �����
��3���	��� ����	 ��	%	�	��� �� �� ���	� �	 )�����	� $� �� ������ ����

f1 = f2 = · · · = fn−1 = 0 fn 
= 0 gij = ��	���� �����'

�� ���� ���	�� �� � �� α + �	 �	�' ��		�	" �%� 1, 2, · · · , n − 1 ��	 � ���
����� X �� ��� ����	 ���	�&8

X = (fn)2
(
(n− 2)[2finf i

n − f jkfjk] + (f j
j)2

)

= (fn)2
(
(n− 2)[(fnn)2 − fαβfαβ] + (fnn + fα

α)2
)

= (fn)2
(
(n− 1)(fnn)2 − (n− 2)fαβfαβ + 2fnnfα

α + (fα
α)2

)
.



��������� ��������� �� ������������	 �������� ���

$���	" Q �	�� �� (n− 1)× (n− 1) �������� �����' fnngαβ + fαβ � ,	� ����

(���� Q)2 = ((n − 1)fnn + fα
α)2

�	�

���� Q2 = (n− 1)(fnn)2 + fαβfαβ + 2fnnfα
α,

��	�

�C� X = (fn)2
(
(���� Q)2 − (n− 2)���� Q2

)
.

D�� �� �� ��	���� �� ��� )�����	� �6� �	� �A� �	 ��� ������ ��3���	���� .�
,��� �	 ���� ���� ωn = 0 �	� ���� �� ����� � ,	� ����

(fnngαβ + fαβ)ωαωβ = fnnωiωi + f ijωiωj

= fnnωiωi − f ijfifj = fnn(ωiωi − (fn)2) = 0.

�	 ���������� �� �������� �����' Q �� �	�,	��� .��� +���	" �C� �	 ��	� ��
,	��� �� ����� �� ��E�� �� ���� ���� ��� �	� (n− 1)× (n− 1) �	�,	�� ��������
�����' Q 

�5� (���� Q)2 � (n− 2)���� Q2.

.��� �� ����� %��,� +� ���"�	�����	" Q� �
D���� ���� ��	 n = 3 �� �������	 �5� �� 	�� �	�� 	������ +�� ���� ��E��	�

��� �� 2× 2 �������� �����' Q �� + �	�,	��&8

(���� Q)2 − ���� Q2 = 2det Q.

�	 "	��� �� ��	���	� (n− 2) �	 �5� �� +�� �����+��
��	 n = 2 �� ��(�	���� �	)������ X � 0 +����

‖∇f‖2(Δf)2 � 0,

����� ��	 �	�� ����	 �� f �� �����	��� .��� � ���%� �� ���#�	��	 9#
���	���	�� �������	 ��� f �� ����� � ��	!�"��� �	 ��"�� ���	���	� �� �� ���#
���� �� ��� ���� X �� ��	������� 7��� �	 �� '����� ��� �	� �+� �� F9 � ,	�
���� X = 0� G�� ��� ���%� 

f =
(1− ‖x‖2/2)x2 +

√
2x1x3

x2
2 + x3

2
⇒ X = − (2 + ‖x‖2)2

(x2
2 + x3

2)4
,

����� �� �������� 	"���%�

 � !�	������������

� ��� 	�� ������ �� �� ,��� �� �9�� � ������

f = x1x2x3 ⇒ X = 6(x1x2x3)2.

.�� �� 	� ��	 �� �	 ����� X � 0 �� f ��� 	�� ����� � ��	!�"��� .��� �������	 
���%� �� 	�� ������ ��E��	�&8

f = x3
1 + x3

2 + x3
3 ⇒ X|(1,1,1) = 7776 ������ X|(1,2,−2) = −1944,

����� ��� 	�� ��� ��� f ��%�	" � ��	!�"�� 	�� (1, 2,−2)� �%	 ���� 

�H� f = log
(√

1 + x2
2 + x3

2 − 1√
x2

2 + x3
2

)
+ 2

√
1 + x2

2 + x3
2



��� ���	 
��� �� ������	 �������

�����

X = −2
(3 + 2x2

2 + 2x3
2)(1 + 2x2

2 + 2x3
2)2

(x2
2 + x3

2)2(1 + x2
2 + x3

2)4
,

����� �� %����� 	"���% ����"� �� � ����� � f ��� 	�� ����� � ��	!�"���

"� #��� 
��$����� ��%�������

<�%	 �� ��	�������� �	%����	� 	���� �� �� ���+�� �� �� 	�� ��������	" ����
�� )��	���� X �� ����� ��	�������� �	%����	�� .��� ��	� ���� �� �� ����		��	
����� gij �� ������ +� �	 ��+������ ������% ������ ��	����	 ��	 X ����� ����
������� 
�� ����,����� X �� � ��	�������� �	%����	� �	���� �� ��"�� −6 ��	�	"
����

gij �→ ĝij = Ω2gij ⇒ X �→ X̂ = Ω−6X.

� ��� ���� ���� ������� �� �������� .� ����� ��		����	 ���	"� ��

∇̂iϕj = ∇iϕj −Υiϕj −Υjϕi + Υkϕkgij

����	" ���	 �	� 1#���� ϕi ��� Υi = ∇i log Ω� .��� ���� �� '����� ���%���%
fi = ∇if �� f �� �	%����	� �f̂i = fi� �� 2����	 ���	"�&8

f̂ij = fij −Υifj −Υjfi + Υkfkgij .

.����� 

f̂ if̂i = Ω−2f ifi f̂i
j f̂j = Ω−2[fi

jfj −Υif
jfj]

f̂i
j f̂j f̂

ikf̂k = Ω−6[fi
jfjf

ikfk − 2fkfkΥif jfij + ΥiΥi(f jfj)2]

f̂ ij f̂ij = Ω−4[f ijfij − 4Υif jfij + 2Υkfkf
i
i + 2ΥiΥif

jfj + (n − 2)(Υifi)2]

f̂ j
j = Ω−2[f j

j + (n− 2)Υjfj]

�	� ��� �� ���� �	%��%�	" Υi ��	�� �	 �������	" X̂ ���� �=�� G��� ���� ����� ���#
�������	 �� ��	������ �	%����	� �� X ��� ���������� �	� %	 �	 I�� ���� R

n 
��	������ �	%����	�� �� ������� ���	 �	 �� "���	�� D%������ �� �� �����+� 
�	 ���	���� �� ���� ��� ��	������ �	%����	�� �� ��	����	� �	 R

n �	� ���� �� ��	 �	 /�0�
2� �� ��� ������ ��	������ �	%����	��&8

J = f ifi ���"�� −2� �	� Z = (n− 2)f ijfifj + Jf j
j ���"�� −4�.

.�� �� �� ,��� �	� ���	� ���� ������%�� �	� �� �	%����	� 	�� �	�� �	 I��
���� +�� ���� �	 �	 ��+������ ����		��	 ��	������ 1	� ����	����� ���� ��	���#
�	� �%���� ��"�� �	 �	��	 �	%����	�� �� ���� �	%����	�� 2� �� ��� ����� ����
�	%����	�� �	 I�� ����&8

R = Jf i∇iZ − 2Zf i∇iJ ���"�� −8�

�	�
S = Jf i∇iX − 3Xf i∇iJ ���"�� −10�.

1"��	 ��� �� �	%����	� �	 �	� ����		��	 ��	������ 1��� ��� �� ��� %	&
�	%����	� �	�� ���	" �� ���	�����	�

2� �� �	 ��� ��	������ �	%����	� �	 I�� R
3&8

V = εjk�(J∇�(f iHijfk)− 3f iHijfk∇�J)

��� εjk� �� �� %���� ���� �	�

Hij = 2J∇i∇jJ − 3(∇iJ)(∇jJ)



��������� ��������� �� ������������	 �������� ���

�� ��� ��"�� −11 �	� ���	"� ��"	 �	�� ���	" �� ���	�����	� 1� �����	 �� ���
���� V �� ������ ���� +�� �� ��"��� ���%���%� ∇�∇i∇jJ ����� ���� �� ���

������� �� εjk� �	� �� V �� �������� �	�� ����� ����� �� '�	�� �� �	 �	%����	� �	
� "	��� ����		��	 3#��	����� ���� �� �������	 �� � :���%���� ��������	 ���;
�� Hij &8

Hij = 2J∇i∇jJ − 3(∇iJ)(∇jJ)− 4RijJ
2,

��� Rij �� �� ����� ���%�����

&� � ������� ����������� ��	�����

������� � ������ f �� � ������ ��	����	 �,	� �	 �	 ��	 ��+�� �� R
3� �� f

������ � ��	!�"�� ��	 �� �����,� ��� X < 0 �� �������	" ������� ��(�	����
)�����	&8

��J� 2(ZS − 2XR + 2XZ2 − 4JX2)2 + XV 2 = 0.

.� ����� �� ������	� �	��� F5 +���� $� �� ,��� "�% ��� ����������	��

'� (	����� 
�	������������

�� �� � ����� �� ����������	 ����� ����� ��	 ���� � �������� �� � ����
.����� � �	� 9 �+������ �����	 ��	����	� ���� �������	" � ��	!�"��� G�� f =
x1

3 +x2
3 +x3

3 �� �9� � ,	� ���� +��� X �	� �� ��� ��	� ��� �� ��J� �� 	�	#7��
����	������

2(ZS − 2XR + 2XZ2 − 4JX2)2 + XV 2 = 2933052x28
1 x4

2 + · · · ,
����� .����� � �	� 9 ����� ��% ���� ������� %�	����	" ��	������� �	 �	�
��	 �� �	 ����� f �� �� ��% � ��	!�"��� 2	� 	���� ��� f ����� �
��	!�"���

��������� ����"� �� ��	����	 f �,	� �	 R
3 \x1#�'�� +� �H� %����� �����

�� �������	 �� .���� � �� �� ��������� ���� ��� �� ��%�	" � ��	!�"�� +�
.���� 9� .� ��� ��	� ��� �� ��J� ����� ��� �� +

128
(1 + 2x2

2 + 2x3
2)16

(x2
2 + x3

2)10(1 + x2
2 + x3

2)14
.

-	 �� ���� ��	� 

f = log
(√

1 + x2
2 + x3

2 − 1√
x2

2 + x3
2

)
+

√
1 + x2

2 + x3
2 ⇒ X = − 2

(x2
2 + x3

2)2
,

����� �� %����� 	"���% �	� f ���� �����,� �� ��(�	���� )�����	 �� .��#
�� 9� �	 ���� f ��� � ��	!�"��& g = x1 + arctan(x3/x2)�

)� *���$ �$ ������� �

����� ��� )�����	� �� ��� 	���� �6� �	� �A�&8

���� f jωj = 0 ωjωj = f jfj f ijωiωj + f ijfifj = 0.

$� �� �������� �� �������	�� ���%���% f i∇i �� �A�&8

f ijkfifjfk + f ijkfiωjωk + 2f jkf i
jfifk + 2f jkωi

jfiωk = 0.
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D�� �� ���� ωij �� �������� �	� �� ���	� �� )�����	� �?� �� ����� ωi
jfi +�

−f i
jωi� � �+���	&8

��9� f ijkfifjfk + f ijkfiωjωk + 2f jkf i
jfifk − 2f jkf i

jωiωk = 0.

D���� ���� ���� �	� ��9� �� ��"+���� )�����	� ��� ωi ����� �� �	� ���	� ��
��	������� ���� �� ����� !� �� f �� ���� ���	��

.� ����� � 	� �� ������ ���� �� ���	���	 �� 3 �	� ��� ���������� �
����� ���� ������ ���� �� ��	����� �� �������	 ���� R

3� � ����� ��� �� ���%
�� )�����	� ���� ��� ωj ���	� �	 ���	���	 3 ��� �� 3 )�����	� ��� 3 �	�	��	��
�	� ��	 ����	�� �� ���� ��9� �� "�% � %�	����	" '������	 �	 �� ����� ���%���%�
�� f � 1� ����� ���� ��� 	�� ���� +���� �� ��"	 �� ωj �� 	�� �����	� +� �����
�	 ���� ���� �� 	�� � ���+�� +���� ���	"�	" �� ��"	 �� ωj ���� ����%� ��9��
.�� �� � ��� ������ ���+��� 1� � ����� ���	 � ��� �� 	�� !��� � 2#����
��+�"���� �	 ωj ���� ���� +�� � 4#���� ��+�"���� �����	" "���������� +� %���	"
���� �� �� �	�������	 �� ��� ���	�� )��������

.��� ��� ������ ���+�� ��	 + �%���� �� �������� B������ ��"+�� ��
�����	��� �	��E��	� �� ���% ���� �	 � ����� ���� �	���� � ����� ����� ������
��3���	��� 	�� � ,'� +�����	� ����� ��� �� ������� �������	 �	� ����	����	 �	
��� ������ ��3���	��� �	� ��	 "��� �� ������	" ������� ��(�	���� )�����	
�	 "	��� ��3���	��� ,	���� !�������	" ��� "������� +� ����������	 �	 ������
��3���	����

� ����� ��� ���� �	 �����	����� ��3���	�� ����� �� ������ �� � "�%	 +��#
���	� �� �	� �	�� ��

��=� f1 = f2 = f12 = 0 �	� f3 
= 0

�� ���� ���	�� �%��	��� ���� �� �����+� �� �	� ���	� ��� ‖∇f‖ �� 	�	#%�	����	"
��� � ��� ��� �� x3#�'�� �� ���"	 ���� ∇f �	� ��	 ���"�	���� �� 2����	 fij

�������� �� (∇f)⊥ +� �������	 �	 �� (x1, x2)#���	�
.� ,��� )�����	 �� ���� �	 ������ ��3���	��� ���� ���� ω3 = 0 �	� �� �#

���	�	" ��� )�����	� ��	 ���&8

(ω1)2 + (ω2)2 = (f3)2 �	� f11(ω1)2 + f22(ω2)2 + f33(f3)2 = 0.

G��� ��� ��	�� )�����	� ��� (ω1)2 �	� (ω2)2 � ,	�

��6� (ω1)2 = (f3)2
f22 + f33

f22 − f11
(ω2)2 = (f3)2

f11 + f33

f11 − f22
,

���%��� ���� f11 
= f22� ��� �� � ������ X �	 ������ ��3���	��� � ,	�

X = 2(f3)2(f11 + f33)(f22 + f33),

��	� X < 0 ����� f11 
= f22� �	 ���� �� � ����� ��6� ��

(ω1)2 = (f3)2
2(f3)2(f22 + f33)2

2(f3)2(f22 + f33)2 −X
(ω2)2 = (f3)2

2(f3)2(f11 + f33)2

2(f3)2(f11 + f33)2 −X
,

��	 �� �� ���� ���� ��	 X < 0 �� ��"�� ��	� ���� �� ��6� �� �������� ������% �	�
�	� ���� ��� �� ������� 4 �������	� ��� �� 1#���� ωj �� ������ �+�%�
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D�� �� �� ���� ���� ��� ��9� �	 ������ ��3���	���&8

(f3)3f333 + f3[f113(ω1)2 + 2f123ω1ω2 + f223(ω2)2]

+ 2(f3)2[(f13)2 + (f23)2 + (f33)2]

− 2[(f11)2 + (f13)2](ω1)2 − 4f13f23ω1ω2 − 2[(f22)2 + (f23)2](ω2)2 = 0.

�� � ����� ���� )�����	 ��

��?�

(f3)3f333 + 2(f3)2[(f13)2 + (f23)2 + (f33)2]

+ [f3f113 − 2(f11)2 − 2(f13)2](ω1)2

+ [f3f223 − 2(f22)2 − 2(f23)2](ω2)2 = 2[2f13f23 − f3f123]ω1ω2,

��	 �� �� ���� ���� ��6� ���� �� ��� ��	� �� ��?� �� �������� �����	� +� ��
����� !� �� f �� �� +�����	� ������ �� ��"�� ��	� ��� �� ��?� �� �����	� �� ��
��"	� �� �)����	" +��� ���� �	� ��+�������	" ��� (ω1)2 �	� (ω2)2 �������	" �� ��6� 
� �����	�� �+���	 � ������� ��(�	���� )�����	 ���%���	" � 	������ ��	�����	 ���
f �� ��% � ��	!�"�� ��� X < 0� .� �	�� ���+�� ���� ���� ������� ��(�	����
)�����	 �� ���� �� �� �����	 �	 ������ ��3���	���� �� �� ���%� � ����� �� �����
�	� ���� �� '���� �� ��� ��	� ��� �� ��?� �	� ��+������� ���� ��6� �� �
�����	�� '������	 �	 �� ��	������ �	%����	�� J  Z X R �	� S� �� ���	� ��� ��
+

��A�
(ZS − 2XR + 2XZ2 − 4JX2)

2(Z2 − 2JX)
.

B�	��	�	" �� �)��� �� �� ��"�� ��	� ��� �� ��?� 

(ω1)2(ω2)2 = −(f3)4
(f22 + f33)(f11 + f33)

(f22 − f11)2
= −(f3)6

X

2(Z2 − 2JX)

�	� �	 ������ ��3���	��� � ,	�

V = −4(f3)5(f22 − f11)[f3f123 − 2f13f23]

��	�

[f3f123 − 2f13f23]2 = (f3)−10 V 2

16(f22 − f11)2
= (f3)−6 V 2

16(Z2 − 2JX)
.

�����	" ���� ��"��� 

(2[f3f123 − 2f13f23]ω1ω2)2 = − XV 2

8(Z2 − 2JX)2
.

.�"��� ���� ��A� � ��	���� ����

2(ZS − 2XR + 2XZ2 − 4JX2)2

8(Z2 − 2JX)2
= − XV 2

8(Z2 − 2JX)2

�	� ��J� �� �+���	� +� )����	" 	���������

�
+��,���-������� .��� ���� ��� �������� +� �� 1��������	 ������
B��	����
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