
��������� ����	
��
 �������
���

���� ���
��

��

������� �	�
�� ��

���� ������	
��� � �����	�
�� �
�� ���	���
��� ��
��	�
�� � �����
��� ����	��
�� ����

������ ���	�

�� �� 
�� ������ �

������ �� �	�����	�

��

���� � ����
����� ��� ����
���� ������������

�����
� � ������������ �	��
�� ��� ��
��	�
���� ��������

��� ��������
� � ��������� ���
�����

�����
� ��� 



Chapter 5

������������	 �� 
�����
��	 ������

T
HE �������� 	
����� ������	�� �
� ����� �������� � �
��� ����

���� ���� �� ���	����� �
� �
��� ������ �� ������� ���� �� �����	�

�
� ��������	� �� �
� ����� ���� �
�� 	
����� ���� �������� �
�

����� �������� �� ���� �
� ������ �����	���� �� � ���� ������ ��� �

����� ���� ������ �� �
� ���� �
��� �������� �� ������ �
� ���������

��������	� �� � ����� ����� ��� ���� �������

� �������� ���
�� �� ��� ��������	�� ��������� 	
���	��������� �� ���

�	����� �
�� 	����	��� ��������� ���� ������ ����� �
�	
 ���� �� �������

�
� ����������� 	��������� �� �
� ��� ���� 
��
�� ����� ������ �
�� ��� ���

�������� ��� �	������ ��������� �� ������ �
� ��� ����� �
�� ���
��

�� ���� �� �
�� 
�� �
� ��������� g � �
� ����� �������� �� ����������

�� ������� ��� ���
 ����
 �������

�
� �� ���
�� �� 	
���	������� ��������	�� ��������� �� �
� ���� �� ��

�
� ������� ��	�� ��	 ��� �� ��� �� ����� �������� ������� �
�� �������

����������� �
�� �
� 	��	���� ��	�� ��	 ������ ���� ������ ���� ����	����

�� �� �
� ���� ��	�� ��	 	
��	� ��� �
� ����� ����

���� ���



��� �����	
���
� �� �������� �
��

��� �����	
���
� �� �������� �
��

��� ������	
 ���	� 
��� �	�� 
����� ���	����� ���� ���	
���� �� ��� ���	
 
�����

F � �
������ ���� 	����	�� �� ���������� ���� 
��� �������	����� �� ������� 	�� ���
����

��� ��
����� �� ��� �	�� 
����� ���	������ �� �	�� ������ ������� ����
���� ��� ���	�

�	�	����� ����
� �� �������� ����� 
���	� 	��	� 	��������� �� 	 �
���
� ��	�������

������ ��� 	 
���	� 	�����	 	��	�� �� �� ���������� �� ������� ����� ���	����� ���	
����

�� ��� ���� �� ��� 	��	� 	������� 2N����

��� ���	
 	��� 
��� �������� 	�� 	�����	 	������� �������
	�������� ��� ���� 
��� �����

����� ���� �������� �	���� �� ���	
 
������ F � 	�� 	������� ����� 2N���� 	�� �

����	��� ��

!����� "�#� !����� "�#$	% �������� ����� ���� 
����� ����� ��� ��	��	�� ��� �� ��� ����

	� ���	����� ���
� !����� "�#$�% ����� ��� �	� ���� 
��� ��������� ��	
�� �� �����

	� 	�����	 	������� ���� �� #� ��� ��	��	�� ���	� ���	����� 	

�� ��� ���� �� ��� 	��

�	� 	������� 	�� 
��� ������� �� �	�� ���
� ��� ���	
 	�� ��  ��� �&��� '� �����	��� ���

�����	
���� ���	����� 	

�� ��� ���	
 	�� 	�� ��	 ���� ��	���� �� �	��� ���
� ��� 
���

������� ��	��� 	����&�	��
� ��� �	� ����� 	�� ��� 	��	� 	������� �� �&���

��� ���	� ���	����� ��� ��� 	���
	� ��������� �� ��� ����� ������� ���	
 ������ �� ���

	���
	� ��������� �� ��� �&����� �	�������� ���� 
���	���� �	� ���� ������ �� �	�����

��� ��
��������� �����������
� �� ��� 	��
� �� ��� ����� ������� ���	
 ������� ���� ��

	������� �� ��	
��� ��� ��������� �� ��� 
��� ������� ��	
��� ��� 
���	� 	�����	 	��	��

��� ��	
��� �	���� �� �	
��
	��� 	� 	 ������������ �	��� �� α� 	�����	��� ���� ���	
 ������

F1 	�� F2� 	�� β� ��� 	���
	� ����� �� ��� ����
�	�� �
	�	� �	���

(���������
�� ���	� ������� ��������� �� ���� ������ ��������� ��� ��� �	�	�����

�

����	��� �� !����� "�)� ��� �	�	���� f �� ���������� 	� ��� �	��� �� ���	
 
����� ��

	������� ����� 	�� ��� �	��	�
� β 	� ��� 	���
	� ��������� �� ��� �	������� 	�����	��� ����

��� ������� ���	
 ����� 	� α� ��� �	�	���� F ������ �� ���� �� N��� ������

F = 2fN���

sin(β)

sin(α)
, $"�#%

	�� n ������

n =
N

2fN���

. $"�)%

��� ��������� ��	� ������� ��	
 x 	�� y �� ��������� 	�

f ≥ ��
(
0.5,

1

2n1

,
1

2n2

)
. $"�*%

���� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

X Dimension normalised by F

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

F

Focal arc

Lens contour

Antenna aperture

ηmax = 0.8

ηmax = 0.7

ηmax = 0.6

ηmax = 0.5

��� ������	
�� � ����� �������

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

← f = 1.2

← f = 0.8333

← f = 0.6

← f = 1

X Dimension normalised by Nmax

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

N
m

ax

Focal arc

Lens contour

Antenna aperture

�� ������	
�� � �������� 
	���

���� ���� ���� �������	
���
��� �� ������ �����
��� �����	
�� ��� 	��� �� ��� �
������ �� ���

����� ����	 ��
��� �� ��� ��
�
� �� ��� 	���� �
� �������� ������ ��� ����� �������� �� ����

�
�� �
������ ���
��� �� F � �� ����� 
� �������� �� � � ������� ��� ��� �����������

�� ��� �
������ ���� �� ������ ����������� ��� �
!� �� ��� ����� �������� ����	� ����
�

��������� � ��
� ���� ��� ������ �����
��� ���� ���� ����
���� �� �����	
�� ��� 	��� ��

��� 	����� �� ��� ��������� �� ����	�� ����� 
� �������� �� � ��
���
�� �������� ��������

�
!� ��� ������� �	����� ���
�
�� ��� ��� ��� �� ������ ����������� �������� �� �����

���� 	����� �
�� 2n��� = 1
1.2 , 1, 1

0.8 , 1
0.6 � ��� α = "#◦� ��� g = 1.2633� ��
	� �������� �� 

�������� ��� ���
��	��� 	����� 
� ��� ��� ������ �����
��� �
�� f = 1.2, 1, 0.8333, 0.6�

α = "#◦� ��� g = 1.2633�

�� ��������	 
�� ������� F �� n �� 
��� ��� �� ���� ���������� �� ��������� �� 
��

���� �� 
�� ���
���� ���� ������
��� ��	���	�
� 
�� ��
����� �����
��� �� 
�� ��
��

���
���� �� ���������
�� 
�� ������� �� ����	� �� ��
����
��� �� 	��
�� ����������

��� ������	
� �		�	 ��	����	
���
��

��� ����
�� �������
 ����
��� ����� ���
�� �� ������ � !"# �����
� ���� 
��

��$����
 ����� �������� ��� ����
��	 ����� �� ��	��� ����� ������ ��� ����
��	 ��

����� ����� ���� ��
 ��������� 
�� ��� �

���� ��
 ���
�� �����
� �� � �	���

�$��
 �� 
�� ��� �� �� �� ����� ������
�� �� �����	 
�� ��� ���
 ���	 
�� ����

��� %�	��� ����� ������ �� ������� �� ������
�� ���������	 
�� ���� ��� ��
 ����


�� ������
��� ������� ���� 
�� ���
�� �� �� 
�� 
��� ����
 �� 
�� 
�����
��� ����

����������� &�	��� '�" ��  ���
 �� ��������� ����� �  ����
��� �� ���
��� ����
����

������
�
��	 
�
 
�� ����� �$��
 ����� �� ��� ����
��	 ������ ���

�� �� ����� ����(��

���� ���



��� ������	
� �		�	 ��	����	
���
��

Y

X

β

α

F2 F1

F0

N

G = gF

F = fNmax sin α
sin β

������ ��	
 ��������	
��	�� �� ������ ����	��
� ��� ��������	
��	�� �� ��� ������ ����	��


��
���
 	� ��� ��� ���	���� β �� ����� ��� ���� ����� �

��	���� �	�� ��� ����� �����

��	��
� F1 ��� F2� ��� ��������� F 	
 ��� ������ 	� ����
 �� N���� α ��� β� ��	


�����
 ��� ������� ������� 
���	�� �� �� ������ 	������������ �� ��� ������� ����


���	���

��������	 �
� 
��
�� ����� ����� �� ����� �	 � ��	���� ������	����� �� �
� ������ ���	

�	��� �
� �������
 ��	������ �� ������ ��� ������ ������� ������	�	 �������� �����

���
�� �
�� �
� 
��
�� ����� �����

�� ������ �����	��� ���	 �����	� �
� ���
 �����
 ����� �	 �������� �	 �
� �� ������ ��

���
 �����
 ���!��� �
� ������ !�"������ ��� �
� �����	�� !�"������ �� ���
 �������

������� #� ������	� �� �
� �������� ��������� ��	������ �� ������ ��� ������ �������

�� �		������� �� !�"������ ��������� �	 ����� ��� �
� �����	 ��� ��� ���������	�� �� �
�

����� �����
 F 

�� ��������� �
� ���������� �� � 	����� ���� !��
�� � �
��������� ���	 ��	���� �
� ���


�����
 ���!��� �
� ��	���� ���� ���� ��� ���
 ������� ������� �	 ���������� �
� ������

!�"������ �
�� ������	�	 �$% ���
 �����
 ����� �	 �
�� ���������� ��� �
� ���������

�$% ���
 �����
 ����� �	 ��&�� �	 �
� ���� ���� ���������� ����������� �
�	 ���������

���� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

−0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 x 10−4

Aperture Position

N
or

m
al

is
ed

 E
rr

or

Original Methode
Pointing Error
Higher Order Error

������ ��	
 ���� ������ �		
	 ��	��� ��� �������� �������
� 
� ���� ������ �		
	 �������� � �����	

�
��
���� ���� ��� �� ������ 	��
�� �� �
��� ��� ���� �
	� ��
�� ��� �
��� �	��

���� �����	 �		
	 ������ � ����� �� ��� ����� 
� ��� ����� �� �
�� �
� 	����� ��� ����


	 ���	���� ��� �����
���� ��� ��� �������
� 
� ���� ������ �		
	 �� �
	� ���	
�	����

������� �� 	��
������ ���� ������ ��� ��� �������
� 
� ���� ������ �		
	 �� ����	����

���
 ���� �
������ �		
	 ��� ��� ���� ������ �		
	�

�� �������� 	
� ���� ��� �
�� 
	 ��� ����� ��� ������� ��� ���� ������ ���
� ������

��� �����
	����� 
	 ��� ���� �� ��	����� �
 �� ��� ��
������ ���
� 
	 ��� �����

��� ���� ������ ���
�� ��� ��
�
���
��� �
 �������� ����� �
� ����� ��������� ��� ����

��� ������� ����� ���
�� ��� �������������  � ��� ������� �������� ��
��� ������� �����

���
�� ��
�� �� ���
����� �
���������
� 
	 ��� ���� ������� ��� 	
�� ���������� α� β� g

��� f �
� 
��! ����� ��� ����� 
	 ��� ���� �
��
���� ���! ���
 ���
���! �"��� �������
���

����� �����	
�� 

�
� ��� ��	���� g

��� ��������� g �� ��
��� �
 �������� ��� �������
�� 	
� ��� ��� �
�� �
����
�� 
�

��� 	
��� ���� #$����
�� %&�'() ��� %&�'') ���� ��� ��������� �
 ��������� g ���� ���

���
���� �
 �������� ��� ���� ������ ���
��� *
������ ������ �
�+ ��� ��� ������� 
�� �


����������� ����� ������ ,�& ��
�� ��� ��
������ ���
� �� � 	�����
� 
	 g 	
� �� ��������

��� 	
��� ������ 
	 ( ��� α = β = &-◦�  ����� ������� �� ������� ���
��������� ���� �

������ �������� 
���������
� �"�������! ���� ��� 
������ ����� 
	 g 	
� ��! �
������
�


	 N���� f � α ��� β�

���� ���



��� ������	
� �		�	 ��	����	
���
��

0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x 10−3

g

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

������ ��	
 ���������	
 �	� g� �
��

��	 ����� ��� ������� ������ �� g ���� ���	 ������� �	 ���

����������� ���
 ����� 
���
 ��� ������� ��� ���� ��	��� ������ 	������
�� �� ��������

��	���� ��� � ��	�� �� g� α = � ◦ �	� f = 1� ��� ����� 
���
 ���� ����� �
 � 
�	���

������� ����� �� g ���� ��	 �� ���	� �
�	� � ������	� ������
���

�� �������� �	� �

���
� � �	� ��� �������������� �� g� g = 1 + α2

2
���� �� ������

��� ������ ������ ��� g = 1/ cos(α) ���� �� ����	 ��� !�� �	� ������� ����� �� g 	��

���� ���� �� � ���"� � α ��� f # �	� ������� ����� � g �� 
	���� �� �������� �	�

�$� ���	 ���"�	 ����� �� � �
�� ��
 
������" ±α# %�"��� &#&��� �	��� �	� ����� �

g ��""����� �� ������ ��� ������ ������ �� ��� ��� �� ����	 ��� !� �� ����# �	���

�������������� ��� � ��
���� � α ��� ����������� � f # �	�� ������� �� ���� ��� ����

�� ��
	 �������������# %�"��� &#&��� �	��� �	� ������� ����� � g �� 0 ≤ α ≤ 70 ���

f = 0.501, 0.6, 1, 2# �	� ������� ����� �� g 
������ ������ �	� ������������� ��""�����

�� ����	 �� f � 1# ������'� ������������� ������ ������ ������� �� f ≤ 1 ��� α ≤
()◦#

%�� ���� ����"�� ������" � ����� ��������� �	� ���� ����������� ��� ����� ��� ���� ���

�� ��������� �� ���	 �������������� ����� �

������� �������# ���
� ���� ������ ������

��� ����"��� �� ������� *���+�+���� ��� 
����
������ �	� ������������� ��""����� ��

������ ���� "�������� ������ �� ������� ������#

,	�� ���"� ��������� ��� ����" ��
����� �	� �������������� ��� �����-����� 
�����"

��"�������� � �	� ���� ��������
�# .����-������� �	� ������� ����� � g �	���� ��

���� ����" ������
�� ������������#

���� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

0 10 20 30 40 50 60 70
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

α Degrees

g

g = 1+α2/2
g = 1/cos(α)

��� ������ 	� 
�� ��
��
 ��� ��	�� 	� �����

0 10 20 30 40 50 60 70
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

α Degrees

g

f = 0.501
f = 0.6
f = 1
f = 2

��� ����
	��� ���	�	���	�� �� g�

���� ���� �������� �	 �
����� g� ������� ��� ����� ��� ����� �	 g ���� ������ ��� ������ ������

��� ���� ��� !� ��������� ������ �� ����" ��� ������� ��� #��
���� ����� �� ���

�
����� ����� �	 g 	���� ����� ������#�� �
����������� ��� �
����� ����� �	 g #��������

�� 1/ cos(α)" ��� ����� ��������� �$ ����" �� f >> 1� %� f → 0.5 ��� �
����� ����� �	

g → 1� ��#� ���� 
��#��#�� ��
������������ �	 � ������ ���� ���� #����� 0.6 < f < 1"

������#�� �
���������� ���� �� ���� �� ��� ��� �
����� ����� �	 g�

����� ������	
� �		�	 ���
���� �
�� f

��� ������ 	
�
���� f �� �� ����
����� ���
��� ���� �� ������ �� �� ���� � �� �� ���


��� ���
� 	����� ����� f �� ��������� 
 ��
���� �
��� �
 �
���� �� ���� �� �� ���
�

���� ���
��� � �� 
	����� ����� ������ ��� 
! ����� ���� ������� ��� ������� �
���� ��

f � �������
��� �
 ����� �� ��
	� �� �� ���� ������ 
�� ���
� 
�� ���
�� ����
��

�� 	����� �� �� ���� ������ �
 �� ������� "� �� 
	����� �� ��������� 	��	�����
�

� f � #� �
����� f � �� ���� ������ 
�� ���
� 
�� �
� "� �
�� � �
�� �����
� ������

$������ �� 
����
 	�� �	
����� ���
�� ���
����� ����
�� �� "�
� 	�� �	
�����

�
�� ��������
"��� %
�� ��� "� 
&�� � ������ �
 �� 	�� �	
���� 
����� ������

�	
�� ��� 	�
���
� 	�� ��	�����
���� ������ ��� "! ����� �� ����
����� ���
� ����

����� 
�����
�� ��� �
�� �� �� ���� ������� ����� �� ������ ��� 
!� '���� �� ����

������ �� 
		�����
��� ������
�� �� ���
� ���� ������ ���
�� ��
��� $� f �� �������

�� ������ ����
��� "������ ������� 
�� �� ����� �� �� ���� ���
� ����� �����
���

��
��� f

��� ���� �� �� ���� �� ���� ��(����� � "� ���	
�� )��� ���� �
� "� ������� �����*�
���

"� �������� �� �
��� �� f � +�
���
� ���� ��������� 
�� 
������� ����� �
���� �� f

���� ���



��� ������	
� �		�	 ��	����	
���
��

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

← f = 1.2

← f = 0.8333

← f = 0.6

← f = 1

X Dimension normalised by Nmax

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

N
m

ax

Focal arc

Lens contour

Antenna aperture

��� ���� �	�
	�� ������

−0.5 0 0.5
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5 x 10−3

W
 n

or
m

al
is

ed
 b

y 
N

m
ax

N Dimension normalised by Nmax

��� ����� ���� ����
���

���� ���� ����� �� �	
	����
 f � �� �	
�	��� f ����
��� ��� ���� �� ��� ���� 
��	���� �� ��� ���� �� ���

	��
��
� 	� ���� �� ������
� �	�� ������
� ��� �������
	��� ��	� ��� ������ �� ��� ���	�

����� ���� �� ���
�	��� 	� ��� ���� ������� ��	���
 �� 
������� �� ��� ���
�	��� ��
�	��
�

�� ��� 	

	� 	
�� ���� ���
�� ���� ��� ����� �� �	
���� f ����� α = � ◦! 	�� g = 1.2633�

����������	 
��
 ����� �� ����
��� ������ ��	��� ��� ���
� 
�� ������� ����� �� f

��� � ���	� �� g ��� α� ��� ���
 ������
 ���� ��������
�
���� ������ ���� 
�� �����

���	
� 
� �� ��� ����
� 
�� ����
��� �� � �� f = 0.5� !�"���� ����	� #�$�����
� �� ����
��

����� 
�� ������
�� g ���
 �� %��
 ����� 
� ���
� ��� ����� ������ �� α�

0 10 20 30 40 50 60 70
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

α Degrees

f

g = 0.8
g = 1
g = 1.05
g = 1.1
g = 1.15
g = 1.2

����	
 ���� "������ f � �� ������ �� ��� ���� �� ��������� �� �������� f �� �� ��	��� �� �������

�	��� �� f ��
 ����� 	 �������� �� ��� #���	� �$�	����� �%����! �� ����� �� ���� ���
�

��
 g = 0.8, 1, 1.05, 1.1, 1.15, 1.2� �� ������ �� ��� #���	� ���� ���� �	� �� 
������

�� 	��
�%��	���� �	�� ��� 	��
��
� ������

���� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

�� ������ f 	��

� ��� 
���� �����	 ��� ������	��� ��� ������	��� ����� �	 � ���	�������

�� ������	��� n �� �� �������
 �������	� ������ ��� �
�	 �� ���	 ��	� ��� ��� 
����

������ ��� � ����� �� f ��� α =  �◦� !"◦� #�◦� $"◦ ��� � %�
�&��&'��� �� ±α� ��� 	���	 ��


�� �����	 ��� �����'�� �� ��	���	 ��� ������ %�
�	 �� '��� ��� ����� f �	 
�����

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1 x 10−3

f

E
rr

or
 (m

ax
im

um
σ)

α = 15°

α = 30°

α = 45°

α = 60°

������ ��	
 ��� ���� �	
��� 	��� �	���� f � ��	 	��� �	�����
�	 � ��	 �	
� �� �
�	��	�� �����

��
�� � ��	 �������	 f �
� ��	�	��	 ��	 ���	 � ��	 �	
�� ���� ����	 ���� ��	 ��
����

����	����	 	��� �� f �
� α ��	 ����	�� ����
� ���� 	���� ��	 �	���	� �� f �	��	�

����	� �
� α �	��	� �����	��

(��� ��	 )� ���� � ��	��� �� �� ������	�� �)�������	� �	 f �	 �������� �� ��

��'��	�
� �*�� �� ����������� �� �� 
��	� ��+� �������� �	��� ��	 �������� �	 ��
�

�������
 ���� �� 	�	��	 �)������� ����������	 ��� ��
�,���

����� �����	
�� 

�
� �������	�� ��	� α� β ��� ���� ��
	 ���

��	���

-
����� �� �������
 ����� 
��	 �������	 	� �� �� ���
�	� α ��� β� � )� ����
�

�� ��	��� �������	 )����� ���� ���� .�,�)
� ���� β �	 	� � ��� �� %�
�&��&'���

����������	 ��� α �	 ��%��� ����������
�� ������ ��/ 	���	 
��	 ������ �������	

��� � �����
 
��	 ��	���� f = 1� g = 1.2� β = #"◦� ��� α �	 '����� ��� � %,�� %�
�&��&

'���� 0������ 1�� 2 	���	 �� �	 α �	 ������� �� ��	���� )����� �� ���� ����


����	 ��� �� ������ �� �� 
��	�	 �	 ������	��� ������ ��/1�2 	���	 �� �� ����
 ���

���� ��� )��� ��� 	������ ������ �
��	 ���	��� 3�
��� �� )��� ��� 	������� ��

������ ��� 	������ '����	 ���	�����)
�� ��� ��*������ )����� α ��� β �	 �����'�� )�

���� ���



��� ������	
� �		�	 ��	����	
���
��

������� �	
 ���
��� ���� ������ ����� �	
 �
� ������� �	��
 �

���� �	
 ����� 
�
�
��

������ �������� �	� �
��� �� ���
 ������� �
�
 ���	 ���
�� ���
� ���
��� ����

��� ����
 ����
 �� α� ��� ����
� �
�
 ���	 ���
�� ���
� ���
��� ���� ��� ���� ����


�� α� �����
 ������ 	�� �	
 �
��� ���
 �
���	 ������
� ���	 �	
 �
� ������� ��

�����
 ������� � 
 �
��
�� �	
 �
��� ���
 �
���	 ���
�� �

���
 �	
 ��
 �	
�
 α = β

	��� �� �����
 !���

−1 −0.5 0 0.5 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

← α = 25◦

← α = 40◦

← α = 60◦

← α = 30◦

X Dimension normalised by Nmax

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

N
m

ax Focal arc

Lens contour

Antenna aperture

��� ���� �	�
	�� ������

−0.5 0 0.5
−0.05

−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

W
 n

or
m

al
is

ed
 b

y 
N

m
ax

N Dimension normalised by Nmax

��� ����� ���� ����
���

���� ���� ����� �� �	
	����
 α� �� �	
�	��� α ������ ��� 	���� ������� ��� ����
	� ���	� ����� 	��

����
 ���	� ������� ���� α �� �	
��� ����� ������� β �����	��� ��� �	
�	��� α 	��� ��	���

��� ���� �� ��� ����� ��� ���
� ����� ��� ����� �� �	
���� α �� ��� ���� ������
 	��

���	� ���� ������� �� ��� ����	� ���� ��
 α =  !◦� "!◦� #!◦� f = 1� 	�� g = 1.2633 �����

������� ����$��$���� �����	��� β = "!◦� %��� ���� ������
 ��
��� 	�� ���	� ���� �������

	
� ��
�	����� �� ��� 	��
��
� �����

�	
 ����� ��� � ���
� �� �
 ��������� "������ �	
 �	�

 ����� ����� �� �	
 #����� �
��

�	
 �
�� ���� ��
 ����
� �� ������� �� �	� ����� ��� ����
������� �� �	
 �
$���
�

�
�� ����
� �����
 ��%&��� 	�� 	�� �	
 #'( ���	 �
���	 
���� ����
 ���	 �
��

����
� ��� �	
 ����
������� �
�� ���� ������� �� �	
 ����� ���� ��� β = α� �	
 �	�



���� �
�� �
�� ����
 	�� 
���� ����
�
 ������� ��� α� ��� �	� �
���� ��� #�����

�
� ����
�
������� ���
 α 
$��� �� ���� ���	��� �
 �	�� �	
 �� ���� ��� ����


�
$���
� �� �	
 ��
� �#����� ��� ����
� %�)*��

�	
 ���� � ��� 	� ���
� �	�� β = α� +� �
,���� β ���
�
��
���� �	
�
 � ���


��

��� �� ������
 �	
 �
� �
���� �����
 ��%&��� 	�� �	
 #'( ���	 �
���	 
���� �

� �������� �� �
�� ����
 ��� ���� �
�
� α = -�◦� *&◦� !&◦� )&◦� �	��
 
����� β = !&◦�

�	
 
���� ����
�
 ����� ���
���� � α �
���
 ����
�� �	� 	�� �	�� �� 
����� β

���� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

−60 −40 −20 0 20 40 60
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1 x 10−4

Beam Angle

E
rr

or
 (σ

)

α = 25°

α = 30°

α = 40°

α = 60°

��� α = β

−50 0 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5 x 10−5

Beam Angle

E
rr

or
 (σ

)

α = 25°

α = 30°

α = 40°

α = 60°

��� ����	 β = 40◦

���� ����� ��������	
�� ������ ����������	� f ��� g� �
� ����� ����������� �� ���
 ���� �� �
�

������ ���	 �	 ������� �� �
� ���� ����� ��� �
� ��������	 α ��� β� �������� ���

�����	�����	 �
� ��������	
�� ������ ���� ����� ��� α = β 
��� �������� ��� 	
�	

�
� ��������	
�� ������ ���� ����� ��� α 
��� β = � ◦�

�� ������� ��	 
	������	� �	����	�	�� �� ��	 �	��� α ��� �	 ����	� �� �������	 ��	 �	��

������� ����������� �	��������� �� �	��������	�

��� �����	
�� ��
� �� 
	� �������	�

������ ��� ����	� ��� !" �����	 � �������� ����� ��� ����	����� ��	 ���		 �	��	�� �����

������� ���	�	� ���	� ����� ���� ���	 �		� ��	� �� ��	 ���	�����	� #������ 	� ��� ����$"�

����� ���������� ���	������� 	��������� ��� �������� ����� ����� �������	 ���� � �	�� �	����	�

����� �� 	��������� ����� ��� �� ���	 ������� ������	� �� ��	 �������� ����� ��� �	��� ����

���������	 ���� �	���� 	������ %����	� �������� ��	� 	&�	����	�� �� ��	 �	���� �� ����

����� ����� �	��	� �� �	�������� ���'	 ��()"� #������������ �	�������� �� ��	 ������ �	��

��� �������	� �	�� �����	 ���	����� �� ��	 ���	�����	� % ���������� �����	�� ��� ��� �		�

��	�	��	� �� ����	�� ��	 ����� ��� �	���� �� ���	���� �� ��� ���	��

�	�������� ��	 ����� ��� �� ��	 ������ �	�� ��	��� ��	 ����� ��� 	&�������� ��	 �������

���� �	���� 	���� ���� �� �	
������� ��	 ������� ����� ���� *� ���� ���� �	�������� ��

��	� �	�	 �� �	�	�� ��	 �	�� ����� ��� �����&�������� +����	 (��� ����� ��	 �������

����	����	 	���� ����� � �	�����	� ����� ��� ������	� �� � �������� ����� ���� ��	 
���	

��	���� ����� ���� ��	 �������� ����� ��� �	����� �� ��	 ���	 ������� g �� ��	 �	�����	�

����� ���� �� ��	 ���	 ��������	 �� 	����� +����	� (�����" ��� (�����" ���� ���� �����

������	�	��� �� ��	������� �	��������	 ��� �	 ����	�	� ��� 
	������	� �	�� ���� !) ◦�

���� ���



��� �����	
�� ��
� �� 
	� �������	�

�������� �	� 
��� ��� ����� �������� �	� ������� 
��� ��� ��� ���� ��� �����������

������ ���� �
 �	� ����

1 1.01 1.02 1.03 1.04 1.05
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

x 10−5

g

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

Circular
Refocused

��� α = ��◦

1 1.05 1.1 1.15 1.2 1.25
0

1

2

x 10−4

g

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

Circular
Refocused

��� α = ��◦

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x 10−3

g

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

Circular
Refocused

�	� α = 
�◦

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x 10−3

g

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

Circular
Refocused

��� α = ��◦

���� ����� ���������	 
�������	� �� ������ �	� �������� ���� ���� ��� ��	���� 
���� �����

�		�� �� ��
����� ���	���	��� �� �������	� �� ��� ���� ��� ��� ���� �� ��� ��	� �	 ��

������ �� ������	� ��� ���	� ���� ��	���� �� ��� �������� ���� ��� ����� ������

���� ��� �������	���
 ������	 ��� 	��������� ����� ��� ��� 
��� ��	��� ����� �� �	�


��	� �	 ��� ���� �� ��� ��� ������ �	� �
������� ���� ��� ����� 
���� ���� ���

�������	�� ���� ��	���� �� � ����� g ��� ��� �
������� ���� ��

������� ������� ��� ������� �	�� �	�� 
�� ���� ���� �
 ����� �	� ������ ��� ������ ��

���	 ����	 ����� �� � 
������� �
 g �������� ������ ��� ��� ������������ �	� ��
������


��� ��� �������� �� �	� ������� 
��� ��� ������� !	� ��
������ 
��� ��� ���� ���

������� ��� �
 �	� �������� 
��� ���� ��������� �� �	� ���������� "�	���	 �	� ������

��� ���	�� ������� �	�� �	�� �
 �	� ������ ������� 
��� ���� �	� ���� �
 g �� �������

����������� �������� �� � ���� ������� ���� !	� �������� �
 �	� ������ ��� ������

�
�� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

��� ��� ������	�
 ���	 	 	���� � ����� ������� �������
 �� ��� ������ g ��
 ���

�����������	 ��� g ��
� �� ������ ��
 ������ ��� !� ��
 "��� ���#���

−1 −0.5 0 0.5 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

X Dimension normalised by Nmax

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

N
m

ax

Circular
Refocused

��� ���� �	�
	�� ������

0 10 20 30 40 50 60 70
1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

3

α Degrees

g

g = 1+α2/2
g = 1/cos(α)
Optimal g
Refocused g

��� ��	��� 	� g�

���� ����� ��������� ��	
�� ��� ���� �����	���� ���������� �� 	�� ���� ��� ���� �
��� �����

�� g 	� �� ���� ��	���	 ����	��	�� ��������� �� ����� ������ ���� �� ����� ���� ��

�������� ��� ������� 	�� ��	�
� ������� ��� ��	�
� ��������� ���� ��� ��� α = ��◦�

�������� ��� ����� 	�� ��	�
�	� �� ��	�
� ����� �� g ������	�� �� ��	
�� ��� ������

� !�"� ��� �
�	� � !#$�% ��� ��	�
� ����� �� g ����� ����� ��	�
���	��� �� �������

���� ��� ��� ��	�
���� ���� ����

����� ��� ��� �����	 ���� 	������� ��� ��	� ����� ��� ��� ��� ������ ���	$ ��� �������

����� ��� �� ��� ������	�
 ����� ���� ��� ������� ����� ��� ��	���	 � ��� 	�����	� �����	

��
 	 ��	� �� ��������� %� 	&� ���	�����	 �� ����� �������	 ��'� ��� ������� �����

��� ��	������$ ��� ������	�
 ����� ��� ��	 ���������� ����������� ��	����� � � ����

������� ���	� ��� 
(����� ��
 ���������� ��� �)��)�
 � ����	�� ��� )���� �� g

��� ��� ������ ���	 �	�� � ������	�
 ����� ��� ��'�	 ��	 ����� ���������)��

����� �����	
�� �	��� ����

��� 	������� ������ ���	 �������	 ��� ����� ����� ����	 ��� � ��*����� �� ��� ���	

�������� ��� �����+��+���' 	������� ��'�	 ��	 ������ ���	 ������������ 
��� ���

��*�����+��	�
 ���	�	 ��
 ���������	 ��,���� ����	�� � ���� 
������	� ��� 	��+

������� ������ ���	 	 ��	� �����
 �� ��)� � ������ �� ����������� �
)������	 �)��

	���
��
 ������ ���	 
�	��	�

�� ������� ��� ����������� �� ��� 	��������� ������ ���	 �� ��� �	������� ���	 �

	�� �� �,�����	 �����		�� g$ α ��
 n � ����	 �� A ��
 C$ ��	� �� 
�-��
� ��������

���� ���



��� �����	
�� ��
� �� 
	� �������	�

���� �� ���	� ���
���� 	� ��� ��������
 �	��� 
��� �� ����	��� �� ��� ��� ��� ��

��� ���������
 
����

α

α

k

s

C

A

F2(−1, A) F1(1, A)

F0(0, 2A − C)

(−1, A − C) (1, A − C)
l1l1

l2

l3

L

L = 0

������ ��	
� ���������	
 ����	 
�� ��������� ��� ���������	
 ����	 
�� ���
	��� ��� ���	


	�� ���� 	 �������� 	��	� 	��� ��� ���������	
 ����	 
�� ���	���� 	�� �	��� �

��� ��� �	��	�
�� A 	� C� ��� ��� ���� ����� ����� �	��	�
�� 	�� ��
	��� �� ��� ����	

�	��	�
�� F � G� 	� α� ���� �	� 	

���� ��� �������	�� �� ��� ���������	
 ����	


�� �� �� ����	��� �� ��� ��	�	�� ����	 
���

�����
���	 �� ���
���	�

����� � ���
�� ����	��� �	 ���
�	� ��� ��

���� ������� ������	�� �� ���� g ��� f ��

���� 	� α ��� !� �	���� "�	 "����� #��$� �� ��� ����� ��� ������	�� ���� �	

���� ���

��%���	��� ��	 ��� ��	 	&'�(�� �	��
 �	����)

l1 = l2 + L + k, �#�*�

l1 = l3 + L − k. �#�#�

+� ��!�������� ,�����	� �#�#� ��	 ,�����	� �#�*�

0 = l2 − l3 + 2k,

k =
1

2
(l3 − l2). �#���

�
�� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

���������	� 
�� ��� ��� ��	���� ���

l2 = C, �����

l3 =
√

(A − (A − C))2 + 22,

=
√

C2 + 4. �����

�����	�	� ������	� ����� 	� ����� ���� ������	 ����� �����

k =
1

2
(
√

C2 + 4 − C).

 �� ���
��	� �����	��	� 
��� F1 ������ ���� ��� ������� � 	 	��� α�  �� ��	���

�
 ��� ������� !	 ���	 �� 
��	� 
����

k

s
= sin(α) =

1√
A2 + 1

,

s = k
√

A2 + 1.

"��� "����� ��#$% G = 2A − C 	� F =
√

1 + A2 �����
���

g =
G

F
,

=
2A − C√
1 + A2

.

&��� 
��� "����� ��#$ ��� ������� ��'� �� 2s �����
���

f =
F

2s
,

=

√
1 + A2

2k
√

A2 + 1
,

=
1

2k
,

=
1√

C2 + 4 − C
.

(�����	)� ������	� !�		�!��	� ��� ��� ������� A 	� C ��

A = cot(2 arctan
(1

2
tan

(1

2
arccot

(
C

2

)))
), 	� ���*�

C = 2 cot(2 arctan
(
2 tan

(1

2
arccot(A)

))
). ���#+�

,��% A = cot(α) 	� α = arccot(A) �����
��� ������	� ���*� 	� ���#+� ��!���

α = 2 arctan(
1

2
tan

(1

2
arccot

(C

2

))
),

C = 2 cot(2 arctan
(
2 tan

(α

2

))
).

���� ���



��� �����	
�� ��
� �� 
	� �������	�

��� ������ �	
����� �� ��� ����������� ����� ���� ����� � ��� ������ ��������� α

�������

A = cot(α),

C = 2 cot(2 arctan
(
2 tan

(α

2

))
),

g =
2A − C√
1 + A2

,

f =
1√

C2 + 4 − C
. ������

��� ���� �� C = 0 ������ ��� ��� ������ ��
��� � ��� ����� �	
������

α = 2 arctan(
1

2
),

≈ 53.13◦,

f = 0.5,

g = 1.2.

���� 
	� ������

����� ��� ����� � ��� ���� ������� ��������� �������� ��� ����� � ��� ����  �����

����������� ���� α� ��� ���� ���
� �
� �� ���� �� !��
�� ���"��� �������� ���� ���

���� ������ ������ �� α �� ���������� ��#��� ��� ����������� ���� ������������� ����� ��

����� $���� �  ���� %����� �������� ����
�� �� ���� ��� ���� ��� ��� ���� ���
�

������ ����&������� ����
���� !��
�� ���"��� ���� ���� ����� ��� ���� ���
�� ������

�����$������� ��� ������� � ��� ����� �����  ��� ��� ���������

��� ������ �	
����� ��������� �� � ��$�� ��� ���������� f ��� g ��� ��� ������

 ������� α� !��
�� ���� ���� �� �����  �������� ������ ���� α ��� ������ ���� ����

���  ��
�� � g �
������� �� ����� ��� �
���� ��'()� ��� *���� ��'+,� ��� ��� ������

 ��
� � g �
�� 
���� ��� ����� ��������� �� *����� ��,� ��� �
� � �� ������ g ���

�� �������� ���� ��� !��
�� ������ ����
�� ���  ��
� � f �� ��� ��������� ��� ������

g ������ �	
�� � ��� ����������� ���� �� α → �)��)◦�

-���#� ��� ����
��� ���� ���� ��� ����������� ���� ����� ������ ������ ���� �������

����� ���� �� ����
�� ��� ������ � ��� ���� ���� ��� ��� ���� �� ���� � ��� �������

����� � ������ ���� ������� ����� ��� ������ � ��� ���� ��� �� � �� ����

��� ���� ���� �� ��� ���� � ��� ����������� ����� ���� ���
��� �� ��
����� ������� �

��� ������� ��������� ��� ���� ���� ���� .��� �� ���� �� !��
�� ���(���� !� �����

�
�� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 ← α = 25◦

← α = 30◦

← α = 53.1301◦

← α = 40◦

X Dimension normalised by Nmax

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

N
m

ax

��� ���� �	�
	�� ������

−0.5 0 0.5
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

W
 n

or
m

al
is

ed
 b

y 
N

m
ax

N Dimension normalised by Nmax

��� ����� ���� ����
���

���� ����� ����� �� �	
	����
 α �� �����
��	� ���� ��� �����
��	� ����	� ��� ������ 
������

	 ����	� ��� ���� 	 ��
���	
 ���	� 	
�� ��� ������� �� �	�� ��	� ��
� ��� ��

�
 ���

	�����	 ��
� � ��	� �������� �

�
 �	� �� �����
 �� ��

������ �� ��� ��� ������


� 	������ �� ������ �	� ��� ����
 ���	� ������ 	��

	���� ���
�	� ������	���� �� ���

	�� �	� ���� �� ��
 ��� �	��	
� ����	� ����

�������� ��	�� �
� ���� ������� ���� �� ������ 
����� �� ����������� ��������� �����

����� ��� ����� ������������ �
� ���� ������� ���� ������ �����������

�
� ��������� ����� �������� �� �
� ������� �������� �������� � �
� �������� ���

�
� ����� ������ ����� �� �
�� �� ������ �� !"�#� �
� ����� ��� ������������ ������ �
��

�
�� �� ��
������� ����� � �������� ���� ���� $� α → �%� %◦ �
� ����� ����� ����������

������ �� !"�# ��� �
�� �
� ���� ���������� � �
� �������� ���� ��� ����� �
� ����

f � g� ��� α �� �
� ����������� ����� �
� ���� ���������� � �
� �� �� ����� ����������

�
� ������� �� f ������� �
�� �
� ���� ����� ��� ���� ��� � �� ������ ���� �
�

���� ���� ������ &� �
���� f � �� ������� �
�� �
� ����� ������ �� '������ "��  #�

�
� ���� ����� �������� ���� �
� ���� ����� F1 ��� F2� (����� ������ �������� �
�

���� ��� ����� �� ����
�� �
� ���� ���� ������ ������ �� )"�# ����������� 
� �
�

��������� f �*���� �
� ��������� +���� ���� �������� ������ �� )"�# �
�� �
��

�
��� f �� ,��� ���� �
�� '������ "��  #� �
� ���� ������� ���� ������� �� �����������

��� ������������ ���� �������� �
� ���� ���������� �� ������������ �������� �� �����

�
� ����������� ���� �� �
� ���� ��� ������� ����� �
� ���� ���� ����� �
�� �������

� �� ���������� �������� ���� ���� -� ��� ����� �
� �������� �������� ���� ��� ��������

������� ��������� ����������� �
��� ������ ��� ���� �� ��� ������ � α�

���� ���



��� �����	
�� ��
� �� 
	� �������	�

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
f

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2

α Degrees

g

Symmetric f
g = 1+α2/2
g = 1/cos(α)
Symmetric g
Optimised g

������ ��	�
 ���������	
 	�� ������������	
 
��� �	�	������� ���� ����� ���� ��� ��
	�������

������� ��� ���	� �	��	�
�� � ��� ���������	
 ���	� 
���� ���� �� ���	��� �

��� ����	
 g � ��� �����
	� 	�� ����	
 �������� ��	
 	��� ��� �	
��� � g ���������

�� ���	� 	�� ������ ���� !" g = 1 + α2

2 " 	�� ����� ���#$!" g = 1/ cos(α)" 	�� 	
�

�����

������� ��	 
������� ���� �������� ��� ������� ��� �������� ��� ��������� ������������

���� ��� ���������� ����� ������� ��� 	����� ��������� ��� ��� ��������� ���� 	�������	

�� ������� ��� �� 	� ����� ���� ��� �������� !����� ���� ���������" � ���#������ �� ���

�$� �##������� �� 	�%����� &���� ��� 	����� ��������� #�������	 �� ������� '�(� $� ���

��� ���� ��� ����� ��� �� ��� ����������� ���� ��� �� ��#����	 $��� � �������� ����� ���

��������� �� � ���� �� ����� ��)�� *� ��� ����� ��� ��� ��� ����������� ���� �� ���� ����� ��

��������" ��� ���������� �������� ����� ��� �� ������ ��	�������������� ���� ��� �����������

����

+�� ����������� !����� ���� ��� ��$ �	�������� ���� ����	��	 !����� ���� ��#��������

+�� ����������� ��#����� �� �	����� �����	 �� ��,������ ����	 ��	 ���������� ���� ��#��-

���������� ������� ��	 
������� ����� +�� ����������� ���� ��������� 	���� ������ ���

�
�� ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

α Degrees

M
ax

im
um

 B
ea

m
 O

ffs
et

 (D
eg

re
es

)

��� �������	 
�����

0 10 20 30 40 50 60
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6 x 10−3

α Degrees

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

Symmetric lens
Circular focal arc
Circular focal arc, optimised g

�� ��� ����
 
�����

���� ����� ���������	
 ���	
 	�� ������	��� ���	������ ���� ����� ����� ��� ������	��� ��

���������	
 ����	� 
��� ���	��� �� �����
	� ���	
 	�� 	�� �����
	� ���	
 	�� ���� ����	


�� �������� ��� �
�	�
� ����� ��	� ��� ������	��� �� ��� ��� �������������	
 ����	�


��� �� ������� ���
� ��
	���� ��� ���������	
 ���	
 	�� ���� 	 �����
	� ���	
 	�� 	�������

����
	� ��� 	�� 
����� ����� ������� ��� ������� ����� ����� �� �������� �	��

−0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 ← f =1

← f =0.68687

← f =0.55

← f =0.8333

X Dimension normalised by Nmax

Y
 D

im
en

si
on

 n
or

m
al

is
ed

 b
y 

N
m

ax

��� �
�� ������� ����
��

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4 x 10−3

f

E
rr

or
 (m

ax
im

um
 σ

)

Symmetric lens
Circular focal arc
Circular focal arc, optimised g

�� �
������� �
��������
�

���� ���	� � ��� �� f 	�� 	����	������ !� ��� ���������	
 ����	� 
��� ������� �� 	

���� �� �����	��

������ ��� ����� ���	
 �����" f < 1" ��� �	������� �� ��� �	�� 	����	����� �����	��

#���$
�� �������� �	� ��������	��� ��� ��� 	��	 �� ��� 
��� ���� �� ������� 	� ��� �����

��	� ���� 	�� 	�����	 ���� 	�� ��	�� �
���� ��������� �������� ��� �
�	�
� ����� ��	�

��� ��	��	�� ����	� 
���" ����� �� 
���� �
��" ������� ������ ����� 	

 �����������

���� ���



��� �����	
 ���
�

f ��� g ����� ��� 	
��� ��� ��� ��� �
��
�� ���� ��������� ������� ��� ��� �� ��	��

�� ���� ��� ����� � � ������� �
����

��� �����	
 ���
�

����� ��� ���� ����� �� ��� ���������� ���� 	
��� ��� 
���� ���� ��� �������� 
����
�


��� ����
��� ���	
������ ��� �
�� �
����� ����� �� ������ ��� 
������ 	
��� ���

������������ 	
� � ����� ����� 
	 f � g� ��� α� ����� ���� ���� �
������ �
 ��� ��������

	
��� ��� ��� ���������� ��� ������ ��� �
�����
� �������� ���� ���� ������ ���
�

����
������ ��� ����������� ���� ��� �������� 	
��� ��� � �������� ���� ��� 
������

	
��� ���� ��� ������� 
	 � ��
�� ������ �� ���
� ���� ��� ��	
���� ��� �
� ���
�

� �
�� �
����� ��� �
 �� ������������ ��� � ��������� ���������
� 	
� ����� �����


	 α ����� ��� �������� 	
��� ��� ������� ����� g �
 ������� ���
�� ��� 
��� 
���� 	
���

��� ������������
� 
	 ����� � ��� ���������� 	
��� ���� ��� ���������� �
�
�
�� �

������� ����� �
 �������
� ���� ��� ��������� ��� ������������
�� ��� � 
	 ������ ��

	
� ������� ��� ���������
��

��� ������� �� ��������� ��� �
���� ������
� �
 ������ ���� ��� ����������� 
	 �

�
���� ��� ��� �� �� ��� ����������� 
	 ��� ������� ����� �� ������ �
 ��� ��� ��


��� �������� ���� ���� ����
������ f � ��� ����
 
	 	
��� ������ �
 ����� �������� ���� ���

β� ��� ���� ����� �
������ ���� ��� ���	��� 	
��� �
��� �� ����� α�  ���������� �!�����

���� ���� ��� �
 ���
������ �
� ���� ��������� ����� ��� �
���� ��� ��
������

��� ���� 	
� � ���
�
� ����
� 
	 �������� �
���� ��� ��������
� �� ���� ������������

��� ������� 
	 �������� �
������� ���� ������ ���
� ��	������� �
 ��� ������ ����	�
��

���� ������� ��� �"# ���� ������ ���
�� � � ��������� ����
������ 
��� ��� ���������

�������� ����
� 
	 ���� ��� ��!���� ���� ������ �������
� 	�
� ��� ���
������� ������

����	�
��� $��� ��� ���������� ��� �������� 
	 ��� �
���� ��������� 
� ��� ��������
�

���	
������ �� ���� ���������

��� ���
� ������ �������� ��� �!������ 
	 �� 
������ ����� 
	 g� ��� ���
� ��������
�

�
 �� �������� 	
� � �������� 	
��� ���� ��� ������ �
� ���� ��� ����
!�����
�

�� #���� %&'()* � ���� ��
� �
 ��� 
������ ����� 
	 g 	
� ����� ����� 
	 f � �
��

����
!�����
� 
	 g ���� �� �
���� ��� ������ %&'+,* ��� #���� %&'()* ��� �� ���

	
� ��� ����� ���� ����!�� ���
� ������������

��� �����
� ���
������ ��� ������
� 
	 �� 
������ 	
��� ��� �� ���� ��������

��	
����� �� ���� ��� �
 �
� ���� ��� �
���� ��� �
�������� ���� �� 
�������

���	 ���



������� � �	
������	
� �	 �	���
 ��
� ���	��

�������� ����� ��� 	�
��� ��
� ��
�������� ���� ��	 ���
� ����� ��� ������������� ����
��
�

�� ��
 ���
�����
� ���� ����	��� ���� ���� ���� � ���
 ������� ������ �
�� �� ����
����


����� � �
�����
� ����� ���� ������ � ����������� ����
��
 �� ��
���������

��������� ��
 �	��
���� ��� ��	��
���� ������ �
�� �
��
���
� �� ���
 ������� �
�

����
 ��
 
�������� �
�������� ��
 �	��
���� ��� ��	��
���� ������ �
�� �
��
���
�

��
 ���
� �� �
�	 ���
�
�� �������
�� ��
 ��	��
���� �
�� 
�������� ���
 �

� �
����

�
� ���
� �� ��
 �����
 �����
�
� α� �� �������	 ��
 ���������� �
�

� ��
 �� �
��

��������
�� 
�������� ���
 ���� �

� �
���
� ��� g ��� f �  
��������
 ����	��� �� ��


�	��
���� ��� ��	��
���� ������ �
�� �
��
���
� ���
 �

� ������
��

�����
� ! �����
� ��
�
 �������� �� ��
 ��������� ����
�
������� �� ���

 ������ �
��
��

"
���
 ���� ��� �
 ���
���
�� �� �������
�� �� ����� ���� �
 ����
� ��� �� ������� ������

������	 �� ��������
� ����� ���� �
 ��
��
�� #����
� � �
� �� �
����
�
�� ��������� ������

�
 �
$�
� �� ���� ��
 ������ �
�� �
��������
 ��	 �
 %���
�� ��
 �������� �����
�

��
�
��� ��
 ����
� ������
 ����� ��� ��
 �
����
�
�� ��������� ��
� �� 
������
 ��


�
��������
 �� ��
 ������ �
��
� ��
�
��
� �� ���� ��
����

���� ���



���� ���



Chapter 6

�������

T
HIS ������� �������� ��� �	
����� �		�� ��������� ��� ����	��

���� �	 ������ �������� ��� ������� ��� ���
	������ 	
 ��� �	��

�������� ������ ��������� �� ���� ������� ��� ������� ������ ���� ���

�	
����� �������� ���� �	 ������ ��� �������� ����� ������� ��� ���������

��� ��	������ ���� �	 ������� ��� �������� ���� ������� ��� ���� ����������

��� ������ ��� ������ ������� � ������ 	
 ���
	������ ��������� ����� ���

��������� �� ������ ��� ��� ��	������� ���� �	 �������� ���� ��� ����������

���� ���



��� �����	
� ����

��� �����	
� ����

����� �����	
�� �����	� ��� ������

��� �����	
��� � ��� ���
 ��
��� ���� ���� ���
�� ���
��� ����� �� 
�� �����
 ��� ��	�

��	���
��� ���� ��� ��
���� ��������� ������ �����
 ����
�� ����
�� 
�� ���� 	�������
�

��� �� �� ��� ������� ��������
�� �� 
��� ��� ���� �������
�	! �"�� ���"�� #���"��!


��� ��� ��������
 
�� ���� �� �� ��
���
�� �����
 �	���
� ��� � ���� �������� ������

��
���������

� ���$�� � ��
���� 
���� ��� �"����$�� 
� ��
���
� 
�� �����
 � ��	���
��� ����� ��� 
��

$��� � 
�� ����� ��� ������	� 
�%�� �� 
��� 
����� �� 
� ��� ��
��$ 
� ������
� � ������


�� ����������� �����
 
��� 
��
 �� �$�� 
� �����
 
��� �����
 �� &'( ���
����% )**�� ��

+,�-,� �-�	����� )**.� ��� ����
 �� ��� �� ��� ���$�� � ������
��� �� �� ���/

��	
���� ��� ��"��
��� � 
��� ������	� �� 
��
 ��
��$ �� ���� �$�� 
� 	��	���
� ���

������� 
�� ��������	� � 
�� ������ ����� $�
� 
�� �����
��	�� ��
�	� ����� ���	��$��

�� 0�	
��� 1�� ��� 
�� 
�� ����������� ����
��� ����� �� 0�	
��� 1�2�)� �����
� � ���	/


�������
�	 ������
��� ��� $��� ��
����
�� ��
� 
�� �����
 
��� �� 
�� ������ � 
�� ����

��
	���� ��
���%� ��� ��
���� ������
� ���� �� 
���� �������� 3� 
��� ��� ��
��$ ���

$��� ���� 
� 	���
� � ������ ��"�������
 
��
 	���� �		������
� 
�� ������� 	�������
�

� ���� ��������

����� ���
���������	
 �	������� ��
�����

,��	
�������
�	 ���� ���"��� ���"��� 
�� ����� 
� ���% ������ � �
��	
��� ��� �������

����	� 	�����
�! "������ ���	
��	 ��� �����
�	 ���� ���
� �� �
��� 4���
�
��� ����"�� ���


�� ������ 5��������
��� 	���$���
��� ��� $���
 ��
� ���
 ���� ���"���! ���	� 	�� ���� 
�

��� ������
� ��
� ��� �( ��� ���� ����� ����
�� 	�������
� $���"��

6���� ������	��
 ���% ��� $��� 	������ ��
 �� 
�� ��
���
��� �� 
�� ������ � $�������

��
����� ��
��� �-,�� ���"��� �� 
�� ������ � ��
��� ������! 
�� ��"�������
 � ��

���	
�������
�	 ������
��� ��	%��� �� � "��� 
��� 	�������� ���	���� ��� �"����$���
�

� 	�����	��� ���	
�������
�	 ������
��� ��	%���� ���"���� �		��� 
� 4��	% ��� ������

�		���
� ,� ������ ��
���
 
��� ������	��
 ��"��
���
 �� 
����

6��
 ������ �� � $��� ���	���
��� � ������	�� ��
���� 
��
 ��� ���� 
� 
���
 �������7�

�4��
���� ��� �������� � 
�� ������� ��
���� ��	%���� 
��
 ��� 
���� -���� �� 
���

�	�� ���



������� � 	���
��

����� �������� 	
� ������� ��
�� 	
� �
���� �� ����	������	�� ������	�� ��������

���� � 	
� ��� ������ ��������� � �
��	�� ��

����������
� �� �
���
� �
����

����	������	�� ���� ������� ��� �������� ������� �������� 	� 	
� 	���� �� �����	����

	
�� ����� �� 	
� ��	
�� ���� 	� �������� ��������� ����	���� �������� 	
��� ����!

����� ����	���� ���� ������� ���
 �� �"# $�	���� $!%��� &'"" �� ������	����� ��

�� ������� �	� 	
��� ����	�� ����� ��	�������(

• �������� ����� 

• 	��� ����� ��

• �������� �� ����� ��������

'������� ����� ������� �������� ����� ��������� ����	��� � 	
��� �	����� ����� #
�

������� �� ������� �	� ����� �����	� �� �������	�� � ��	��� ���� 	
�	 �� 	
� ������

�	���	����� �� ���� ��	��� �������� #
�� ������� �� �����	�� ��� ���
 �������� ���	

�����	�� � ��� ������	�� 	���� ��� �������� �� �� �������� ������	�� ������	����

#
�� �� �������� ���� � ���� ����� ��	�� 	
�	 �� ����� � ���� � ��	���� ���������

	
�	 ��������� 	
� ����	�� ��
����� ���� � ������ ��	 �� �����	�� �������� ���	�

)&�*��� �	 ��� +,,-.� #
� �������� ��	
�� ���� � 	
��� ������	��� �� 	�������� ��	
��

�� ����	� )���. )&�����	� /012 3���� �� 4����� /02/. '��	� �����	 ��	
��

)'��. )"�����	�� /0�5 "�����	�� �� '������ /001. �� "���	��� 6���� ��	
�� )"6�.

)����� /020.�

4������ �������� ����� ������	��� ���(

• 7���� 8�56 )7���� "��	���� +,,2�. 

• 9���	 &'"" )9���	 +,,2�. 

• 9���	 6������ )9���	 +,,2�. 

• '�:$ )'��� +,,2. 

• "����;�� )4��	�� "��	���� +,,2. 

• ����	��!96" )9����	 #��
������� +,,2. 

���� ���



��� �����	
� ����

• ��������	
� �	
� ����� ���

• ������ ����� ������� �������� ������

���� ������ �� !��� ������  " �� !� ��#��  $� �%������� �� ����� ��&������� ����� 	����

��� '��� �� ��� ���� ��!���� ���� ���  ��������� ��� ����(���� �� �#(���� �" � ����

������ ��!����� ��� ��� )� � %��������� �� ��(� ������� ��� !����� ���� (��!�����(�

�� ���(���� ��� ���� ������ ���'���� �� ���� ���� " (��!����� �� ��� ���%���(" ������

����� ��� ���(���� �� ���� *������ ��������� �!�� ��� ������� ����� ����(����� ���� ���

���� " �������� �� ��!� ���" '���� �� �#(�������� ��� � �� �� ���� ��� �� ��� ���� ���

����� �"'�(� ������� ��� *����� +�&����(� ���� +����� �*+�+� �,�� -.//�� *�����

0���������� ��(���%�� �*0�� �1��'���� ���� ����� ��(��� ��" ����� ��� ������������

2��� �����# ��2�� ������ �3���� ��� 4��� � -.5-� 6����� -.�.��

7�'� �� ���� ������ ���� ����� ���8

• 1�� ��(����!� ������ ������� �������� ������

• ���(�� ����(�� �����

• 0��� ��'��� �0��� �����

• *��� ��" �9� ��� �������� ������

• :��(;
�!� �:
�+ �����

• ��)��� �*	<��<� �(�����)( 1��'������� ����� ���

• ��(������'�� �* �����(� �����

��������� �� ���� �� !��� (� (� ��� ��� ������������ ��� ���������� �� ��� '��� ��$�

���������� ��!� �%������� ���� �� ����  " ��� (���(� ��� ����  ��� �� ����������� ����!��

��� ���������� ���� ��� "��� �� ���� " ���� �� (� (� ��� ��� �������" ��''����� �����

�� ������������  ����� ��������� �� !��� ��� ��( ���� �� 	����� 6*��� *��2	4 ���

1�� ��(����!� �������

�	�����	���� �� ������
�

� �(����������( ���� ����� '�(;���� ��� � �� ( ����)�� �" ��� ������ �� ����'������

�'�(� !����� �� �� ���������� �� ���(� ��� )� � ��� ����(� ���(����� ��� ��'������� 4"

�	�� ���



������� � 	���
��

����������	 
 ���� ���������
� ����� �� 
 ��� ���������
� ������� ��� �������� 
���
��

�� ����
��� � ��� ������
����
� ������� �� ����
���� ������������ ���� �
	� 
��

������� ������� �
� �� ������ ���� ����
�� �� 
 ���� ���������
� ������

���	�� ���������
� ������� 
� ���� �� ������	 ������� ���� ��� ���� 
�� �����

��������� ������ �� ��� ��
�� ���������� ����� �����
� ��
����� 
� �
��������� ����

�������� ������ ��
�� �
�� ���
	
���� � ������
��� � ��������
��� ��������
�

������� ���� ���� 
��
� �����������

��� ���������
� ������� 
� ���� �� ������	 ������� ���� ��� ����� 
�� ����� �����

����� ������ �� ��� ����������� �����
� 
�����
����� 
� ��
�
 ��������� ���� 
�

�
��������� ���� ���� ������� �������� ���� ��� ������ �� ���� �� �
����
�� ��� �
���

������� ����� ��

�������� �����
��� 
�� ���
	
���� �����
���

���� ���������
� ��
�
 � �� ! ������� 
� ���� �� ����� ������� ���� ���� ������

����
� ������ ����� ��� ������ 
�� ������ 
� �
���� ������� �� ���������� ��
��� ����

��� ����������� ����� ������� ���� �� ������� �� 
 ����� �� ��������� �
��� ���� 
���

�
� ��
�
 ���������� 	�������� ������� ����� ����� �����
��� 
� 	���
��� ������

�����
� "�" � ���� �����
� "�"� ��� ������������
� ������ ���� 
 ������

���
�	��
 ���� 
�� 
 �
�� #���� �
����� �
��� �������� ������� ���� 
���
��

��
�� �� ��� �
�� 
�� 
���
�� ���������� �� ������� �� ������� ������ ����������

������ ���� ������ �� ���� �$������ �� ������� ���� ����� ���
��� � ��
� �����


�	��� ����� %���� ��� ���� �����
� ������ �� ������ �� 
������ ��� ������� ��

����������� � �� 
 ��� ��
�� ����������� 
�� ����� ���� ��
�	��
 ������	 �� �������

����� ��	�� 
�� 
�	��� �����

���� ���������
� ������� 
� ���� �� ������	 ������� ���� ������ ������ 
�� ���

���� �
� �� ���� ����������� ���� �
��	�� �������� 
�� ��������� ������
�� 	���
��

������ �����
������ %���� ����� 
� 
��� �� ����� 
�� �������
��� �������� ���� 
� ���

���� ������
����
��� ���&����� 
�� 
� 
 ����� ���� 
� 	���
��� �������� �� ��
������

��
�� ��������

�����
�������� �������
� �������
�

#� ��� ������� �� ���� ��'� ���� ������� ���� �� ������ ����	 
� �������
	�����

�����
���� �����
� �
�'
	�� ��� �������� �
��� ���� ����	��� ��� ��� �� ���� �����
���


�� �
���� �
��������� ���� 	�������� ���� 
�� �� ���������

���� ���



��� ���� �	��
��
�	�

��� �����	
��� �	�� ���	
����� ���	�	� ��	������ �� ���
��� ���� ��  
�� �����	����

���� 	
���
���� ��
����� �
 �	 
�� ����	
 �� ��	
 �����

������ �����	��� 
	��

�
 �	 ���
����� 	����� ��
� 
�� ������
 	��
��� ������� ��
 ��  ��! ���"����� �����

�����	 �� �������
� ��� 
��	 
	�� ��� ���� 
� ����
��� �����	��
 ����� ���
	

��	
���
	 
�� ������ 
� � ���� ������� #�# 	����
��� ��	��
 !�	����� $��	��
  %%&'

���
	 
��	� ��"�������
	 �� �	 ���� �	�� 
� ������
 
�� 	�

����� ����
��	 ��� ��

���	 	����
���	�

� 	�����  ��! 	����
�� �	 ��
 ���������
 ��� 
�� 
	� �� ��������� 
�� ���
 
� ������

��
� ��
����� ��	������ �� ���
��� ��(� )*�� �	 ���� ���	�� ��� 
��	 
	� ����	� ��

�
	 
���
 ���
��� �� ������� �����
���	� ��������
 ��	���	
��� ������
��	 �� +�������
�


 
�� �����	� �� ����� ��������
� �� 	����
��� 
��� $��	��
  %%&�'�

��� ���� ������ �� 
��	��		��� ����	 �	�� �� ���
��� ��� ��"����  �	
 
�� �����	����

��������� ��
���� ,���� )*�� �	 ���� ��

�� ����� ��� �
	 *-# 
���� �����	����

	����
��� ������
�� �
	 ����� ���� 	���
��� �	 ������
 ��� 
��	 
	� $��	��
  %%&�'�

��� ���� �	��
��
�	�

��� ������
��� �� 
��	��		��� ���� ������
	� 
 �������
�� ��� ���"������	� ��	
 �� ����

�������� 
� ��	��� 
�
 ���	 ���������� �	 ��
 �������� ��� ����
���	
�� ��������

�� �����	
��� 
��	��		��� ���� �	 ��������
 �� 
�� 	��	
�
� �����
� ������
��� ���	
�


�� 
�� ���
� �� 
�� ����� ���	
�
� �����
 �� ������
��� ���	
�
 �� ���
������ �� 
��

������ �� 
�� 	��	
�
� �����
���� �� 	��	
�
� 
���� ��� ������ �� 
�� �����	
���


��	��		��� ���� �������� �	 ��������
 �� 
�� �����		 
�������	 �� 
�� ����
�� ������


���� �����
�����

��� �����
�
 ����
��	 ��.���� "���
� �� ������	��� �� ������� 
��� ���
��

������� 
��� 	������ ��
��� 
������		� �� �������
 
������� �� 
�� ����� ��

����� ����	� ��� ���	 ��	���	 ���	��
�� �� 
��	 
��	�	 �� �������� �� /��
�� 0
� /
��

/��
��1	 	
���� �����		 �	�	  ��
��� 
������		 �� 2� μ� �� �	 ��� 
� ������  
���

���
� 
������� �� ±12μ� �� ������� ���
� ��  %% μ��

��� 	��	
�
� ���	�� ��� 
�� �����	
��� ���	
����� ���	�	 ��	����� �� 
��	 
��	�	� �	

3�4!����� �&�% 	������� �� 
�� 3����	 5�����
���� ���	 �
���� �	 

��
��� ��� 
�


�� ��� ������
��� ���	
�
� εr = 2.20� 
�
 �����	�	 
�� 
��	��		��� ���� ���
� �������


� ������ ������
��� ���	
�
	� 
�� ��� ��		��
��� ��
��� tan δ = 0.0009 
 (%6)7� 
�

���� ���



������� � 	���
��

���� �������	�� �
���� �
 � ����� ��� ��� ������������ 
� ����������� 
� ��� μ� ���μ�

���μ� ���μ� ��� ��� μ� ��� ������ ���� ���� ����� ���� ��� �������	�� ��������� 
�

���μ ���
!�� � ��	�� �
�� ���	���� �� 
��	���
� �	�"����� �� ������ ��� ���� ��

#�� $	�� �!
 ������ ����	���� �� %����
� ����� ������� ��� ��� �
	� �
��� ���� �

��Ω/�"��	� ���� $� �������� ������ &�� �'(�� )&�� � ����*� &�� �'(�� �� �

�������� ���� �
�� 
� +�,	��%� ��� �
�� �� ������	� ��������� 
� ��� ��� ��� ���� ���

���Ω/�"��	�� #�� ���� $� ��	�����
�� �	� ����� �
 ��� ���� �� ��� �-����� 
� �!


������
��� �	
���� ������ .��
	�������� ��� ������
��� �������� �	� ��/���� �
 ����
��


� �� �� ����	
�������� �	������ ����	 ��� 0����� ��� ������ ���� ���� �	
�����

#�� �	
������ ���� ����	���� �� %����
� ����� ��� 	������� ��� &�� �'(�� !��� ��	���

�	����� ��	�
� �
���	 ����� $� ��� ������ 1����	
�� (2'��3� #��� ���	��� ��� ��

�������� 
� < 10 Ω/�"��	� ��� ��� �
 ��� ������	��� 
� ��	��� �	����� �� ��4�	

��� ���� �		
	� �� �
 ��� μ�

��� ���� �	
�
�����
���

#�� ��	�
	���� 
� ���� ����	���� �� %����
� ����� �� �
������� ����	���� �� ��� %'

��	����	� ����	�� ���� � ����
	 ���!
	� �������	 )5+�*� 6
!���	� ��� �!
 ������

����	���� �� %����
� ����� ��� ���� 	���� ������� ������� ���� ���� ������ �
 ��� �������

�
	��� 7� ���� ���� ��� �
������
� 
� ��� �����	� ��� ��� %'��	����	 ����	�����

��� �� ���� �
 8�� � ��� ��	�
	�����

����� ����	�
���	 ����	�
���

#�� %'��	����	� �	� ����	�� ���� � ����
	 ���!
	� �������	� #�� 5+� ����	�� ���

�
��� � � ������ 
� ��� 	�9����� ��� �	�������� �� ���� �
��	�� �
 ��� �������� �� ����

#��	��
	�� � �	
��	�� �����	���� �!
 �
	� ����
	 ���!
	� �������	 ��	����� ����	�� ���

������ 
� ��� �!
 �
	� ������	�� ��	����	� ����	���� �� %����
� ������ #�� 2
���

���� �	������� �� %����
� ����� �� � �3 �
	� ������� ���	��
	� �� ����
� �� ���	����	����

�� � ��� �� �!
 �
	� ����	����� 7������� ��� ����	����� ��� �� �
����� �


�
���	��� ��� �3 �
	� %'��	����	��

#�� �3 ������ 2
��� ���� �� ���	����	���� �� ����	�� ���� ������ 
� ��� �3 �
	�

%'��	����	� ����	������ #�� %'��	����	� ���� ��3 ������� 	������ ��� ��������� 	�'

9������ ��� �
����� ���	 � ���!��� ��� �!
 �
	��� #�� �	
����	� ���� �
 ����	� ��� �3

��� ���



��� ���� �	
�
�����
���

���� ������ 	
�� ���
� �
 �� ��
 ����
��� ���� �������
�
�� ��
 �
���
� ���� � �� Ω

	��� ����
��
� �� 
��� ����� �� �	����� ��������� �� Ω 	���� �� �		 ����� ��� ����
��
�

�� ��
 ��� ! 
	
�
��� �� ��
 "# ���� �������
�
�� ��
 �
$�
� ���� 
��� �
���
�
���

�
���
 ��
 �
%
��
� 
�
��� �� 
��� ���� ��� �
 �
���
� �	���	
 ���
� ""& �
���
�

�
��� ��� �
 ���
� �� ����	
�
	� �
$�
 ��
 �������
�
�� �� ��
 	
��� '���� � !�����

��� ��
 ���
� �� �
���
�
��� �� �
��
� �� (��

)�� *
���� �
����� ���	��
�� ��*
 �

� �
� �� �
���
 ��
 �
��������
 �� ��
 	
��
�

��
�
��
� �� ���� ��
���� )�
 ��� ����������� 	
��
� ��
�
��
� �� �
����� +���" ��*


�

� �������
���
� ���� � ��� ���� ,�	���� (+(#-� ��� ��	�����
� ���� ��
 ,�	����

(#�& ��	�������� ���� )�
 ��������� 	
�� ��
�
��
� �� �
����� +���& ��� �

� �
���
�

���� � ��� ���� ���	
�� .(#!� /
��������
 �
����� ���	�0
� 1/��2 ��	�����
� ����

��
 �!#-(� &����� 
	
������� ��	�������� ���	
� �		 ����� ��� �
��� �
���
� �� ��


��� ��*
 �

� �
������
� ���� �����		 ��!�!&"& 34�". 560 �� Ω 	�����

����� ����	�
���	 ��	�	
����

)�
 
	
��������
��� ���	����� ������
 ��� �
����� ���	��
� �
���
�
��� �
�
���
 �

�
� �� �������
�
�� ��� 
*
�� ��
7
��� ����� f  
8��
��
� ��9

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Sb1,b1(f) . . . Sb1,bn(f) Sb1,a1(f) . . . Sb1,am(f)
���

� � �
���

���
� � �

���

Sbn,b1(f) . . . Sbn,bn(f) Sbn,a1(f) . . . Sbn,am(f)

Sa1,b1(f) . . . Sa1,bn(f) Sa1,a1(f) . . . Sa1,am(f)
���

� � �
���

���
� � �

���

Sam,b1(f) . . . Sam,bn(f) Sam,a1(f) . . . Sam,am(f)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. 1#�"2

)�
 ��������� b1 . . . bn �
�
� �� 
��� �� ��
 n �
�� ����� ��� a1 . . . am �
�
� �� 
���

�� ��
 m ���
��� ������ )�
 *����� �
��������
 �
���
� ��
 ������
� ���
��	� ����

:7����� 1#�"2 �� ��	�	��
� �� ���
 ���� �� 
*�	����� ��
 ��		����� 
7�����9

b = Sa, 1#�&2

�
�� ���



������� � 	���
��

�����

a =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ab1(f)
���

abn(f)

aa1(f)
���

aam(f)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

b =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bb1(f)
���

bbn(f)

ba1(f)
���

bam(f)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

����� �
����� 	�������� ����
������

��� ��	
�	 ���	�� ����	��� 
��������� �� ������� �� ����	��� ���	��� �����

����� ����	��� ��� ��� 
��	 �� 	���� ���� �� ������� �� ��		��� abx = 1 ����� aby = 0

��� y �= x �� aa1 . . . aam = 0� ��� ��	
�	 ���	�� ����	��� 
��������� �� ����	��

�� �������� 	�� ����	���� ba1 , ba2 , . . . bam 	 ��� ��� 
��	 �� ��������� 
���	�

��� ���� 
��������� �� �� ����	�� ����� ������� ���	�
�� ��� 
��	� �����	�������

�� ��		��� a′ 	� 	�� �������� ����	��� �� ��		��� 	�� 	�	� 
���� 	� � ����� 	�� ���	���

a = a′ 1√∑n
x=1 |a2

bx
|
. ��� �

!���� � ���� ���� ������	�  ����	�	 ����		��� 	
�� ���� ������� �� ������ ���


��	"  ������� ���� ���� ��� ����������� ��#������ �� ����		��� 	
�� 	 ��#����	 ���


��	� �� ������������ ��� ��
� �� 	�� ������� ����		��� 	
�� ��
���� �� 	�� ��	�����



���	���� $���������	� ���� � ��	������ ���� �� ������ 
���� ��	
�	 �� �

�	��� �	��� ��� �������  ������� 
���� ���	����	��� ����� 	�� �	��� 
��	� ba1 =

ba1 . . . = bam � %�� ��������� ������� � ����		��� 	
�� 	�	 ����� �����&��	�� ���� 
��	

	� 
��	 	� ��������  ���� �� ����� ������ ����	����

���� ���



��� ���� �	
�
�����
���

���� �	
�� �������
���

��� ����� ����	�
���� ��� ��� ��
� ��	����� ��� ��	��� ������ �	� ��� ����� 	�

ba1 , ba2 , . . . bam �� ���
����� ������	��� ��� ����� �� ��������� �� θa1 , θa2 . . . θam � ���

����� �������� ���	�� ��� ������� ����� �����
���� ��� �������	� 	� ��� �������� 
���

���
� ��� �������	� ��	
 � ������ ����� �������� ����� ��� ���
 ������� �	 �� ����	�����

���� ��� 
������� ������ �� ������ �����	�� 	� ��������� 
���

� ��� ����� ����� ����

�	�
���� 	� ��� �	�
�� ����� ��������� ���� ��� ��	
������� 	����� 
	���� ������ ����

��� �	�
�� ���� ��	�� �� ������� 	� ������� �������� 	� ≈ 1000 ����������� ��	�
��

��� ����� �� !"� #� ��������� ��� ����� 	� ����	�
���� ��������� ���� ��� ��	
�������

	����� 
	��� �� �	� �����������

�������� ����

#������	� �	�� �� ������ ��������� ���� ��� 
������� ����	�
���� ��������� ��	��� $����

��� �	��� �	��� ���	 ��� ���� ��� ���� ��� �	 ����� ��� �������	� �	�� �� ������ 	������� ��

���������� ��� �	��� �	��� ������� ��� ������� �	���� ba1 , ba2 , . . . bam ���� ��� �	�
��

Pout =
an∑

x=a1

b2
x. � �%"

��� �������	� �	�� �� ���� ��������� ����

#������	� &	�� = −10 log(Pout).

�	�
�� ������ ��� 	���� ��� �� ���������	�� ����� �	������	��� ���
��	�
��� ����	�'�

��� �		 �	��� �	 �� �(������� #� ����� ����� �������	� �	�� ��� �	�� 
������� ��� ��������

�	 ��� ���� ������� ��� �������	� �	�� 	� � ���� 
������ ���� �� �	
������ �� ��� �
	��

	� ������ ���	���� �� ��������� 	� �

� �	����

����� ����� �������� ��������� 
�� ���
� ����� ����

)��� 	��� 	�� �	�� �� ������� �� ��� ��
�� 	� ��� ��������	�� ��� �	�������� ������������

��� ������ ���� 	� ���� ���
 �	�� �� � ��
��� 
����� 	� ���
����� ��� ����	��� �	
�	�����

	� *+���	� � ��"� ��� ����� �	�� 	� ��� ������� �	���� 	� � 
��� ���
 �	�� ��������	�� ��


��������� �� �������� �� ���� ��� ����� 
������ �	��� ��� ����� ������� ��
�����	����

���� �� ������ �	���� ������ ������� �	��� 
�� �������� 	� �������� ��� 
������� 	�

����� �	���

�
�� �� 



������� � 	���
��

�� ��������� �	� 
���
� ���� � ��
� y �
 � �������� ��
� ����������� �	� ���������� � ��
�

y ��� ��� ��	�
� �� ������� a′� ��� ��
������� ����� �������� ������ �	� 
���
� ���� ���

�	�� �� ���������� �� ����������

 ���
� !��� = −20 log(by)

�� ��������� �	� 
���
� ����� "� �� ����
���� �������� �	�� 
���
� ���� �	���� �� �
����
 �	��

#$ �% �� � &��� ����	�� �������  ���
� ���� �� ������ ������� &��	 ��������� ���	�����

&	��	 �� ���
����� �� �% �����

 �'������ (��)����� = 20 log(by).

"� �� ����
���� �� ���	����� �	�� �	� 
���
� ���� �
 �	� �������� ������� ��
�� �� ��
�

��*�
��� ��������� �� �	� �
��������� &���� ��������� ������ �	� ���
���	 ������� ��

�� �������� �	� 
���
� ���� � �	� ������� ��
�� �
 �������� &���� ��

��������� �� ���	

���� ��
�� �	� 
���
� ���� � �	� ������� ��
�� �
 �������� ������ �&�� 
�� ��
�+���	�

�� � ���������� ��
�
����� ���������� � �	�  ����� ����� �� ����� �	� �������� ���&���

�	� ������ ��
� 
���
� ���� ��� �	� �����+��
� 
���
� ����� �	� �����
 &��� �� 
��

�� �� ��


��
� ������ ����


�� ��
����
�� �
������� �
������ �
�� ��� �������
� �
��

�	� ���� ��
� ���
����� �������� ������� ���� ��� ��������� ��� �
� ������� 
������ ���

���	����� ��*�
��� �
���
����� ,�
� �������� ����
���� ������ � ��&�
 ������� ���&���

�&� ��
��� ,�
� ��������� �� �	� ������� ����������� ���&��� � ��
� � ����
��� ��� �

������ ��� � ��
��� �	� �������� ���� ����
���� 	�& ���	 ���
�� �� ���� ��� �� ��������

���&��� � ��
� � ����
��� ��� � ������ ��� � ��
��� �	� �

�� 
�'������ ���� �� � ��
�

�
����� �� �	�� ���� �� ����
��� �	� ���
�� ���� ��� �� 
�'������ 
�� � ��� � ��
�� &	��

��� ��
�� �� �	�� ��� �
� ��������

�	� ��
� �������� �� �	� ����� ��&�
 ������� � ��
� &	�� � ������ ��
� �
 �
��� � ���+

��
�� �� �������� �	� �������� �� � ��
� by� 
�� �� ���������� � a &��	 � ����� ��&�
 �

1� ��

(������� = 20 log(bby).

�	� ���� ��
� ��������� �� ���������� ����� �� �	� ������� �������� ���&��� �	� ����

��
� � ����
��� ��� ��� ��	�
 ���� ��
��� �	�
��
�� �	� ��������� � ��
� by �� ����������

�����

"�������� = 20 log(���(bb�y)).

��� ���



��� ���� �	
�
�����
���

��� �����	��
 �������
�� �� ���	������� �����	�
	 �� ���	��� 	��	 ��� �����	�
������

	��
���		�
� �
� �������
� ��� ������
	 ���	� � 	�� ��
��

��� ���� ���	 ������
� ���� �� �������	�� �� ������	�
�

Pb�y = −b2
by

+
bn∑

x=b1

b2
x.

	�� ������
� ���� �� 	��
 �������	�� ���
�

������
� ���� = −10 log(1 − Pb�y).

��� ���� ���	 ������
� ���� ���� �� ������� �� ��� ���� ���	� �
� 	�
� 	� ����	 	�� ���

�����
�� �������
�� � 	�� ��
��

��� �
	�

� ���	 �����	��
 ���� �� �������	�� �� ������	�
�

Pa1...m =
am∑

x=a1

b2
x.

���
 ��� �
	�

� ���	� ��� ����	�� �
� 
��������� ���
� ����	��
 � �!"� ��� �����	��


���� �� 	��
 �������	�� ���
�

#����	��
 ���� = −10 log(1 − Pa1...m).

����� ���� ��		�
� ����
����	

��� #�	��
 ��
��� ��������� �
 $��	��
 %�&�' ��� ����	 ��	� �
 �
	����	�� ��	�� �
	�

�

������ �� ������	����� 	�� �������
�� � 	���� ��
��� 	�� ���� ��		��
� �������	�� ��	�

���� ���� ���	 ��� �������� ���
� 	�� ��	���	�� �
	�

� 	��	 �����	� ��
 �� 	�� ����(

	��
�� )����� �
� #���� *������
 � 	�� *��
�� $���
�� �
� ����
����� +���
���	��


�
 ,�������� ,�� �
	�

� ���������
	� ���� ���
 ��
� �
 �������
�� ��	� �	�
����

����	���� �-��� $	�
���� '.%./ 0��	� �	 ��� '.1&/ 2�������� '.13/ 4�	��� '.1'"�

����� ���� ��		�
� ��
��
�����

��� ���� ��		��
 � � ��
� �� ��	��
�� �� �����	 ���������
	/ �� �� ������
� 	�� �����	�

� ����	��
 � �5" 	� � 	�����	���� ����� � ���� �� ���	����� �����
	� �� ��������� �
 $��(

	��
 5�5�5� ��� ������� ������
�� ��	���
 	���� 	�� ���������� �� 	�� ����	 � ��	���

������
� ��	���
 �
	�

� �����
	� � 	�� ���� �
	�

� ������ ��6� 	�� �
	�

� ���	�

�
�� ���



������� � 	���
��

�� ��� ����	 ��� 
�����
 �������� �� ��� 
��
 ����� ���� ��������� ����� ���� ��������

����� �
 ����
�� ��� �������
��� �� ��� ����	 �������
��	 ��� ������ ���� 
�� ����
�

�������� �� ��� ��
� ������

��� ������������ �� ��� ���� �� ����� ��� ���� ����������� ������ �� ��� ���� �������
�����

��� ������ ��
������� ���� 
� ��� ������� ������������ �����
��� ��� �� ����
� �������� ��

��� 
�����
 ������ ����� ��� ��
� 
�����
��� ���� ��� �����
� ���
� ����� �� ��� ���� �����

�� ������� ���� ��� 
�� ��
����
� ���� �������	 �� �� ��� �������
��� �� ��� ��������� ��
��

��
� ���� �� �������
��� ����
���� ��� � � ������������ �� ��� ���� �� ��� �
!����

��
� 
���� ��
� �� 
�����
��� ������ ��� ��������� ���� �� ��� ���� ����� � � � ����� ���

����"� ������� ��������� �����

��� �����	
 ���
�

���� ��
���� �
� ��������� ��� ����� ���� �� ���� ���# �� ������	 ����� 
�� ��
�
������� ���

������ ��������� �� ���� ������� $
��
� �� ���� �� ������� 
�� �������
� 
�
���� �� ��� ����

�������� $
��
� �
� 
��� ���� ���� �� ���
�� 
 ������ �
��� ���� �
�
��� �� �!�������

��� ���� ������� �� %&' �� (����� ����
�� )�������
������ �����
���� �� �
����� ���

����� *����� %�������	 �� ��� ����������� *����� )�������	 
�� +',,� ��� ���������


�� ���������� ���� �� ��
���� ,��
�
������ 
�� ��
� �
������ �� ��� ����� ���� �������

�
� 
��� ���� ���������� '��
�� �
�� �������
��� ��
���� ���� �� ����
�� ��� ��
�����


�� �����
��� ������� �
� ���� �!��
�����

��� ��������� ��
���� ������� �� ��� ��
����
� ���������
���� �� ��� -���
� ����� ���

��������
������ �������
��� �� ��� ���� �� ���� ������
�� �� �!������ 
�� ��� �
������

���������� 
�� ���������� '��
�� ��� ������� ��������� �� ���� ��
���� 
�� 
������ ��

��� �
������
�� ���� ������� �� ,������� .�/�0 
�� .�/�0 
�� 
 ���
��
�� ���� ������ ��

,������ .�/�1�

��� ���


	TITLE: Broadband Monolithic Constrained Lens Design
	Chapter 5 Contributions to Rotman Lens Theory
	Chapter 6 Methods



